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В рамках геометрической оптики дан анализ основных нелинейных 
эффектов, возникающих при распространении сходящегося волнового 
фронта, который можно представить как цилиндрическую волну, сходя­
щуюся но одной коордипате и расходящуюся но другой.

В акустике на низких частотах трудно, а порой и невозможно создать 
антенны с двумерными апертурами. Использование сферических или ци­
линдрических расходящихся волн затрудпяет реализацию нелинейных ме­
тодов исследования, так как степень проявления нелинейных эффектов 
существенно зависит от амплитуды поля. Можно увеличить амплитуду 
ноля и тем самым повысить эффективность нелинейных эффектов, исполь­
зуя сфокусированные волновые фронты.

Рассмотрим в поглощающей квадратично-нелинейной среде поле сходя­
щегося волнового фронта, представляющего собой поверхность, образован­
ную вращением дуги окружности Az0B около оси СС  (см. фиг. 1).

Метод анализа волнового ноля такого фронта зависит от того, какой 
предельный случай реализуется. В случае малоуглового пучка (длиннофо­
кусный случай) анализ возможен на основе уравнения Хохлова — Заболот­
ской — Кузнецова. Наибольший интерес представляет короткофокусный 
случай, который можно рассматривать в рамках геометрической оптики с 
использованием уравнения Бюргерса.

Для наиболее общего случая — произвольного изменения площади се­
чения лучевой трубки — уравнение Бюргерса выглядит следующим обра­
зом [ 1]:

~  -  (б/с03р0) Р ~~~ -  (*/2с0»р0) у ?  + =  0,

где Р — давление в волне, т= t—z/c — время в сопровождающей волну си­
стеме отсчета, е — параметр квадратичной нелинейности среды, b — дисси­
пативный параметр, S — площадь сечения лучевой трубки.

Волновой фронт, представленный на фиг. 1, можно рассматривать как 
цилиндрическую волну, расходящуюся по одной координате и сходящуюся 
по другой. Вследствие этих условий изменение площади сечетшя лучевой 
трубки S  будет протекать пропорционально произведению текущих коор­
динат пли пронорциопально произведению z(F—z)/(z0(F—z0))  (см. фпг. 1). 
В связи с этим из уравнения (1) можно получить

дР дР д2Р Р Р------ (У Р -------- а-------)------------------
dz дт 6 «5т2 2z 2{F—z)

где a=e/(p„<v3), g'=6/(2p0c„3).
Уравнение (2) учитывает цилиндрические сходимость и расходимость 

по разным координатам. После фокуса и области z>F, как следует из (2), 
начнется двойная цилиндрическая расходимость, что приведет к резкому 
'ослаблению поля за фокусом.

Сделаем в (2) замены:
_______ U=jz/z0 ■ ]f(F—z)l(F—z0)P,

l = —yz0(F—Zo) (arcsin((F—2z)/F)—arcsm ((F—2z0)/i?) ),
z0<z<F.

(3)



Проведя необходимые преобразования, получим
dU dU ----------  dlU

- a U ------- g ( F / W z t ( F - z B) ) ) — -
дг дх дх cos ( ( z - z 0) /Vz0 ( F - z 0) ) =0,

________  (4>
где z0=-\fz0( F - z 0)arcsin((F -2z0)/F).

Уравнение (4) напоминает уравнение Бюргерса для плоского случая,, 
но с вязкостью, изменяющейся по тригонометрическому закону. Отметим,' 
что последнее утверждение весьма условно, так как в уравнении (2) были 
проведены нелинейные замены переменных.

Уравнение (4), написанное в приближении геометрической оптики,
верно при условии z < ( F - y n /2 ) ,  где У П =2/ -  продольный размер ф0- 
куса в случае двумерной линзы [2].

Фиг. 1. Волновой фронт
Фиг. 2. Зависимость амплитуды поля от расстояния: линейное поле 
1 -  F/z0=50, 2 — F/zo= 100; сильное проявление нелинейных эффектов 
для v=20 кГц, е~400 при начальном потоке мощности Г1о=1 Вт/см2 в 
системе с F/zo=100y zp/F=0,4; 3 — первая гармоника, 4 — вторая гар­

моника

Для случая z>F  необходима другая замена:
U=Pjz(z—F),

z= ln  ( \2 l z ( z -F )+ 2z-F \ /F ) ,
и уравнение (2) можно записать в виде

dU dU d2U
a U -----g (F/2) sh z -~y  =  0.

дг дх дх

( o >

( 6)

Уравнение (6) будет описывать реальный процесс лишь для z>F+mffFX/2.
Таким образом, из рассмотрения исключена малая, собственно фокаль­

ная область. Однако кажется разумным предположение, что в фокальной 
области амплитуда поля изменяется незначительно из-за малости разме­
ров этой области и относительной компенсации сходимости и дифракции. 
К этому же заключению можно прийти, сравнивая значение амплитуды 
поля в фокальной области, полученное из оценочной формулы для поля в 
фокусе PF/P0=  (4-F/M1/4 [2], и значение амплитуды поля на границе фо­
кальной области в рассматриваемом случае.

Наибольший интерес представляет уравнение (4), которое и будем в 
дальнейшем анализировать. Уравнение (6) описывает в принципе сфери­
ческий характер поведения волнового ноля после прохождения фокуса и 
не вызывает трудностей при анализе. Нелинейные эффекты в области пос­
ле фокуса будут выражены намного слабее, чем в области до F. Накопле­
ние их будет происходить пропорционально натуральному логарифму от 
расстояния, пройденного волной, нормированного на начальный радиус: 
«излучателя» F [3].
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Анализ уравнения (4) проведем в двух предельных случаях: в случае 
слабой нелинейности и в случае сильной нелинейности (для акустического 
числа Рейнольдса Ие>1). В случае слабой нелинейности задача решается 
методом возмущений. Линейное поле находится на основе линеаризован­
ного уравнения (4) с граничным условием U(0, т) =Р0 sin (от. В результа­
те линейное поле можно представить в виде

P (z, n)=']fz0( F - z 0) lz (F -z )P ()exp (-£co2(z -z 0) ) sin сот. (7)
Экспоненциальный член в (7) полностью определяется средой, а сомно­
житель ’]/z0(F—z0)lz(F—z) по существу отвечает за геометрию задачи и 
представляет наибольший интерес. На фиг. 2 изображена эволюция этого 
множителя при разных начальных радиусах z0 (зависимости 1 и 2).

Можно выделить (см. фиг. 2) три характерных участка изменения вол­
нового поля в случае рассматриваемого сходящегося фронта: первый, где 
преобладает цилиндрическая расходимость, второй, где цилиндрические 
сходимость и расходимость компенсируют друг друга, и третий, где преоб­
ладает сходимость. Протяженность этих участков зависит от отношения 
начальных радиусов задачи FlzQ.

Хорошо видны преимущества анализуруемого сходящегося волнового 
фронта над просто цилиндрической расходимостью: достигается не только 
стабилизация, но и нарастание ноля в дальней зоне, где можно рассчиты­
вать на более сильные эффекты, связанные с нелинейностью среды.

Найдем малую поправку к линейному решению на удвоенной частоте 
для первоначально синусоидального сигнала. Для произвольной длины 
затухания (L3= (g от)""1) решение для малой поправки на частоте 2с> 
можно получить в виде

Рг =Y z0(F—zQ)/z(F—z)a(j)Poz exp(2z0/L3—4z/L3) X
z

X j exp (2z/L3) Vz0 (F-z„) /4z (F -z ) dz sin 2ют. (8)
*0

Если L3> F  выражение (8) перейдет в

Р 2=  (1/2)aco/YV(z.(F - z о))2/z (F-z)  ■ {arcsin ((F-2z„)IF)~

—arcsin {(F—2z)/F)} sin 2v>x.
Можно получить приближенное решение для произвольной длины затуха­
ния. Учитывая характер поведения функции ^z„(F—za)/z(F—z) на боль­
шей части отрезка [z0, F—yFl/2] , возьмем интеграл в (8) с помощью тео­
ремы о среднем [4]. Выражение (8) примет вид

(W p)/(Poyzo(f-Zo))=l/2Vzo(f-Zo)/z(F-z)cxp(2z0/L3-4z/L 3)X
X [ L3( exp (2z/L3) —exp {2zjL3)) /2 (z—z0) ] {arcsin( (F—2z0) IF) — (10)

— arcsin ( (F—2z)/F)} sin 2сот,

где Zp=p0c02//cePo -  длина образования разрыва в плоской волне.
Нетрудно заметить, что при L3-*-TO выражения (9) и (10) совпадают. 

В этих выражениях можно выделить множитель (он стоит в фигурных 
скобках), который отвечает за накопление нелинейных эффектов в слу-
чае рассматриваемого волнового фронта.

Конкретные зависимости для различных длин затухания волны накач- 
КИ в воде приведены на фиг. 3. Нужно отметить, что фазовый механизм 
фокусировки сохраняется и для второй гармоники. Для сравнения на фиг. i  
представлены зависимости для вторых гармоник в плоской, 
расходящейся цилиндрической волне. На начальном участке, как 
это и следовало ожидать, величина амплитуды ноля в случае анализируе­
мого фрош-a близка к просто цилиндрическому случаю, а около фокаль­
ной области она на порядок выше. Примерно во столько же раз рассма-
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триваемый сфокусированный фронт уступает плоскому случаю в окрест­
ности фокальной области.

При сильном проявлении нелинейных эффектов в уравнении (4) мож­
но пренебречь членом, отвечающим за поглощение, и анализировать 
уравнение типа простой волны. Все результаты получатся из решений, 
верных для плоской волны, заменой (3).

Таким образом, получим условие на координату образования разрыва 
zP в рассматриваемом случае:

Vzo(F~z0){arcsin((F-2zo)/F)-arcsin((F-22p)/F)}=c2/[e(oy2n0/poCo).
( Н )

Замена (3) справедлива лишь в промежутке z0<:Z<F, это означает, что 
функции arcsin берутся в смысле главного значения. Из (11) следует ус­
ловие на минимальный начальный поток мощности в среде с параметром

Фиг. 4
Фиг. 3. Геиерация второй гармоники в случае слабой нелинейности: v=20 кГц,
/ 7 2о=100, П0= 1  Вт/см2, Q=\P!Pq\Iph/zo (F-Zu) ; 1 -  L3=l/£C02-«> , 2 - I F ,  3 - 2 F

(плоский фронт), 4 — L3=2F (цилиндрический расходящийся фронт)
Фиг. 4. Форма вилообразной волны: а — Не=20, б — Re=5: 1 — z/F=0,6, 2 — 0,8, 3 —

0,9, 4 - z / F = 0,95, 0 =  сот

квадратичной нелинейности е, необходимое для образования разрыва до 
фокуса: _________

(e2n 0)m,u= (p 0Co78ttV) {]/z0(F—2z0) (arcsin( {F-2z0) / F ) -
—&vcsin((F—2z)/F))}~2. (12)

При анализе выражения (12) видно, что в наиболее интересных случаях 
(небольших фокусных расстояний, в воде, на сравнительно низких часто­
тах (v~20 кГц)) разрывов в волнах накачки не образуется при доступ­
ных начальных потоках мощности (П0~1 Вт/см2). Но лишь стоит взять 
среду с е~100, то разрыв образуется до фокуса в системе с ^=100^, z0= l  
на частоте v=20 кГц при П0= 1  Вт/см2. Этой средой может быть, напри­
мер, вода с пузырьками [5] или грунт [6].

Эволюция плоского синусоидального фронта в сильно нелинейной сре­
де без затухания описывается следующими формулами (см., например,
[3]):

00

Р/Р„ =  Г ,  (2/„(nz/l„)/(nz/l„))sin(n<jjT). 0<z/Zp<l, (13)
n™ 1

где /„ — функция Бесселя я-го порядка:
оо

Р/Рл =  У 1 ■ (2/(rc(l+z/ip)))sin(racoT), z/lv>n/2.  (14)
?»«■ i
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Совокупность выражений (13) и (14) дает представление об изменении 
спектрального состава волны почти во всей области изменения z/Zp, за 
исключением небольшого участка l<z/Zp<jt/2, правда, при n/2<z/lp<jt  
формула (14) дает ошибку в десятки процентов, при z/Zp<3,6 ошибка 
становится не более 2% [7].

Возможен подход (метод Блэкстока [7]), когда можно «сшить» фор­
мулы (13) и (14), используя неполные функции Бесселя, и получить ре­
шение в интервале l<z/ lp<n/2.  Сделав замены (3) в выражениях (13),.
(14), получим соответственно

Р/Р0 =1z0(F-z„) / (z (F-z) )  Y i  2Jn((n/lp)yz0( F - z a)T)X
71 =  1

Х( (n/ls)}'z0{F—z0)T)- '  sin (пат), (15)'
oo

P/P0 =i/z0(F—z0) / ( z (F—z)) ^  2(«(l+V z0(/?—z0)/ lp)T)~l sin («сот),

(16)
где r=arcsin  ( (F—2z0) /F) — arcsin ( (F—2z) IE) .
Формула (16) верна с точностью до десятка процентов при условии z/Z„> 
> п/2, а выражение (15) имеет смысл, если z/lp<  1. При сравнении фор­

мул (14) и 16) видно, что в случае исследуемого фронта в отличие от плос­
кого возможно нарастание амплитуды пилы далеко от излучателя около 
фокуса.

При формуле (16) можно оценить амплитуду пилы в фокальной об­
ласти значением на ее границе:

СО

Рр/Р0 — V 8zJ \ f  F \  ̂  (п (1 +  У  zJF кР/1р)Уг sin (иол). (17)
71= 1

Оценочной формулой (17) можно пользоваться при условии z/lp>n/2.
Эволюция первой и второй гармоник мощной волны изображена на 

фиг. 2. Для z, удовлетворяющих условию z/lp>  1, при построении исполь­
зовалась формула (15), для z, таких, что zllp>n/2  — формула (16), а про­
межуточные значепия исследовались с помощью метода Блэкстона [7, 8]. 
Из сравнения зависимостей 2 и 5, изображенных на фиг. 2, видно, что за 
счет нелинейного затухания амплитуда первой гармоники около фокаль­
ной области уменьшилась почти вдвое.

Отметим еще один общий факт: в отличие от случая слабой нелиней­
ности, где амплитуда второй гармоники зависит от квадрата поля, при 
сильном проявлении нелинейных эффектов, па стадии пилы, амплитуда 
второй гармоники обратно пропорциопальна своему номеру.

С помощью точного решения уравнения Бюргерса для плоского слу­
чая, которое описывает поведение пилообразной волны с конечной шири­
ной фронта, по аналогии с цилиндрическим случаем [9] можно сконструи­
ровать нриблшкенное решение уравнения (4), описывающее эволюцию 
пилообразной волны, образовавшейся в случае рассматриваемого сходя­
щегося волнового фропта. Выглядеть он будет следующим образом:

где
U=PQ=  ( —сот-f я  t h ( озт/Д) ) / ( 1  +z/Zp), 

A = F ( l+ z /Z p )  cos ( (z Zo) I Jzq {F z0) ) [2 n .K e y z o (F -z 0)]

(18)

(19)

Re=Z/3/Zp — акустическое число Рейнольдса для плоского случая. Путем 
непосредственной подстановки выражения (18) в (4) можно убедиться, 
что это выражение приближенно удовлетворяет уравнению (4) при усло­
вии R e> l.
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Если задаче о распространении симметричного фронта эквивалентна за­
дача о распространении плоской волны в среде с гладко меняющейся с 
координатой вязкостью [3], то условие R e > l означает, что 
ширина фронта образовавшейся пилообразной волны определяется вяз­
костью в некоторой небольшой окрестности точки, где фронт находится в 
данный момент времени, п слабо зависит от предыстории. Поэтому воз­
можно построение приближенного решения по аналогии с точным реше­
нием для плоской волны в среде с постоянной вязкостью.

На фиг. 4 изображена форма пилообразной волны, построенная по фор­
мулам (18), (19) при различных z и Re. На участке 0 ,6^z/F ^0 ,8  ампли­
туда пилообразной волны и соответственно ширина ее фронта меняются 
мало. Резкое их изменение начинается при приближении к фокальной об­
ласти (см. фиг. 4). При выполнении условий образования разрыва до фо­
куса в рассматриваемой системе (см. (12)) максимальная величина ам­
плитуды пилы зависит в основном от величины акустического числа Рей­
нольдса и отношения начальных радиусов задачи F/z0.
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