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Рассмотрена задача о нагреве однородной биологической ткани при 
действии одиночного импульса фокусированного ультразвука произволь­
ной длительности. Для фокальной области получено решение нестацио­
нарного уравнения теплопроводности. Представленные результаты рас­
чета согласуются с экспериментальными данными.

В большинстве практически важных случаев использования ультра­
звука в медицине нагрев биологической ткани за счет поглощения ульт­
развуковой энергии является основным фактором, определяющим меха­
низм его биологического действия. Экспериментальное определение ло­
кальной температуры в глубокорасположенных участках живого объекта 
не всегда возможно, поскольку связано с необходимостью повреждения 
тканей. Это делает особенно актуальным проведение математического мо­
делирования процесса ультразвукового нагрева.

Фокусированный ультразвук представляет особый интерес в связи с 
задачей локальной гипертермии (длительный нагрев до температуры 42— 
44° С) злокачественных опухолей малых размеров, а также задачами экс­
периментальной нейрохирургии (создание локальных очагов разрушения 
ткани), неврологии (возбуждение различных сенсорных систем) и др, 
В работах [1, 2] описаны методы расчета повышения температуры ткани, 
основанные на аппроксимации фокальной области бесконечным цилинд­
ром. Однако эти методы неприменимы в случае непрерывного или им­
пульсного воздействия большой продолжительности.

Задачей настоящего исследования явилась разработка теоретической 
модели, позволяющей рассчитывать повышение температуры биологиче­
ской ткани при действии фокусированного ультразвука произвольной дли­
тельности.

При построении теоретической модели приняты следующие упрощаю­
щие предположения: однородность и изотропность среды; независимость 
от температуры и интенсивности ультразвука параметров ткани — плот­
ности р, удельной теплоемкости ср, коэффициента теплопроводности k r 
скорости звука с, коэффициентов затухания а  и поглощения а 0; осуще­
ствление теплопередачи в ткани посредством теплопроводности. Конвек­
тивный отток тепла из локальной области нагрева за счет кровотока учи­
тывается введением эффективного коэффициента теплопроводности [3]: 
А*=й0+0,5817„р, где /с° — коэффициент теплопроводности ткани в отсутст­
вие кровотока, Вт/ (м°К) Е/,<р — объемная скорость кровотока, мл/г*мин. 
Зависимостью Ulip от температуры, а также тепловыделением вследствие 
процессов метаболизма пренебрегаем. «

Выберем цилиндрическую систему координат, оси которой г, <p, z свя- 
запы с геометрией сферического фокусирующего излучателя ультразвука, 
как показано на фиг. 1, а. В однородной среде фокальная область близка 
по форме к эллипсоиду вращения с полуосями г0 и z0 (фиг. 1, а), отно­
шение которых зависит от а™ следующим образом: $=z0/r0=  1,64 sin От/ 
/(1—cosa,*) [4]. В практических задачах широко используются излуча­
тели с 10°<аот<45°, при этом значение [J лежит в интервале 4—20. Огра­
ничимся случаем, когда a 0z0< l ,  что выполняется для мягких биологиче­
ских тканей при не слишком высоких частотах.
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Уравнение теплопроводности, описывающее изменение во времени t  
температурного поля Г (г, z, t) в биологической ткани при действии на 
нее постоянного источника тепла Q(r, z) с учетом принятых выше пред­
положений, имеет вид [5, 6]

аГ (г ,М ) _ / d*T{r,z,t) 1 ЭГ(г,М ) dzT(ryZ, t ) \  (?(r,z) j s
dt '  dr2 г dr <9z2 ' pcp ’ ^

где K=k*/pGpi Тешдовыделение происходит в фокальной области за счет 
поглощения энергии ультразвука с интенсивностью /(г , z), т. е. Q(ry z) =  
= 2 а  0/(r, z). Начальную температуру ткани примем постоянной: Г (г, z,
0)=7V

Из анализа уравнения (1) следует, что пренебрежение членами, опре­
деляющими процесс теплопередачи, допустимо при длительности ультра-

Фиг. 1. Геометрия сферического излучателя и фокальной области: а — 
характеристики излучателя: F — фокусное расстояние, ат — угол рас­
крытия; б — распределение интенсивности ультразвука //// излучателя 
с резонансной частотой 1,76 МГц при ат=36° и F=4 см: 7 —в фокаль­
ной плоскости (z=0), 2  — вдоль оси z (г=0); штриховыми линиями 
показан способ аппроксимации ступенчатой функцией; S — линии раи­

ной интенсивности в плоскости r z

звукового импульса 2<2i=O,01ro2/%. При ^< ^< ^= 0,01г02р2/х температур­
ное поле может быть найдено на основании решения одномерного урав­
нения [1, 2 ], т. ef в пренебрежении члепом xd227dz2, определяющим тепло­
передачу вдоль оси z. При t> t 2 необходимо учитывать пространственный 
характер процесса теплообмена в фокальной области.

Решепие уравнения (1) Г (г, z, t) для бесконечной области ограничен­
ное, непрерывное при £>0 и равное своему начальному значению Г0 при 
2=0, может быть получено методом мгновенных источников [5]

f  то  со

П г,М )=Го+ | I  i  Q(r,z)Q>r'dr'dz'dt', (2 )
О —оо О

где

2 x ( t - t ' )
r2+ / 2+ ( z - z ) 2\ 

4 7i(t—t r) '

— повышение температуры в точке (г, z), обусловленное действием в мо­
мент t' мгновенного источника тепла в виде окружности радиусом г', рас­
положенной в плоскости z'=const; 70(z )= /0(iz). Интегрирование по г и 
z в (2) проводится по объему фокальной области и но времени f  от мо­
мента включения ультразвука.
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Аппроксимируем фокальную область набором п вложенных друг в дру- 
>га эллипсоидов вращения (с полуосями а$ и bj), вклад каждого из которых 
в суммарную интенсивность составляет />. При этом

<?(г, z) — —2а 0 hVh ■ (3 )
;-i

-где

H , w .
j- i

Фs
_  Г1 при 0 Ц г < я Д 1 — zz/bjz)'I\  0< z^bh

^ О при г>аД1—zVbj2) 71, z > 63-, /= 1 ,2 , . ..w,
//  — максимальное значение интенсивности, значения а} п bs определя­
ются из условия аппроксимации интенсивности /  (г, z) вдоль осей фокаль­
ной области ступенчатой функцией, т. е. из решения уравпеиий

7 ( ^ 0 ) / / , = ^ ;  7 ( 0 ,  Ь / ) / 7 , = С , ;  .
7 ( 0 ,  - Ь П П < = С }\ Ь ~ ( Ь / + Ь / ) / 2 ;  0 < С , < 1 .

Распределение интенсивности ультразвука в фокально!! области вдоль 
осей г и г и  способ аппроксимации показаны на фиг. 1, 6 . Центры аппрок­
симирующих эллипсоидов могут быть смещены относительно начала ко­
ординат вдоль оси z. В силу линейности уравнения (1) решение (2) с 
учетом (3) имеет вид

T(r,z , 0 = Г „  +  £ д 7’Дг, 2,0 , ( 4 )
;=1

где —повышение температуры, определяемое элементарным источни­
ком в форме эллипсоида вращения. Оно может быть получено па основа­
нии (2), если в последнем положить (9(г, z )=  2 а  J j  и интегрирование по г' 
провести от 0 до г (г ')= а ;(1—z 2!b2) '!\  a noz' — от —bj до +bj.

Введем безразмерные переменные: температуры Q=k(T—T0)l2a0l,r02, 
времени т=x£/r02, u=t—t \  координаты в радиальном и осевом направле­
нии соответственно, iy=r/r0, £=z/r0. При этом

Q j=kkTil2a0Ijaj2\ Xj=Ktla2\ 

y^r/dj] £j=zla,;
( 5 )

В случае элементарного эллипсоида решение (2) па оси упрощается 
и интегрирование но г и z может быть легко выполнено. Опуская про­
межуточные выкладки, приведем в безразмерных переменных (5) выра­
жение для нриращепия температуры в произвольной точке (0, £) на оси 
(индексы / опущены):

е (0, t, Т, р) =  J / (в, £, Р) Л* -  A  J {Erf ( Li
2 ич‘)+

x [ E r f ( &2+ ^ - 1Ьг»)+м( (в)
2в,Л(Р*-1)',а/ ' 2и'й(Р2-1 )

Подынтегральная функция /(и, £, р) является непрерывной, монотонно 
убывающей п выражается через элементарные и табулированные функ­
ции [7]; параметр (5, характеризующий степень протяженности источ­
ника тепла, изменяется в пределах К р < ° ° .  Решение при I, - * - 00 ограни-
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чено, более того, /(ц , £, 0)-*О при £-►<». При £-*0 подынтегральная функ­
ция /(гг, £, 0) упрощается и для центра эллипсоида решение (6) имеет виц

в"(г, р) =0(0,0, т,р)= J/(»,p)d«

(7>

При f(u, £, 0) монотонно возрастает и

lim / (гг, £, 0)=> 1-ехр  ( -  1/ 4гг) -=/Вц(гг),
Р-*оо

что соответствует случаю бесконечного цилиндра, при этом решение по­
лучается в конечном виде [5]:

(8)

*

8 б ц  (т) =  j  / б ц  («) da= т{ [ 1 -ех р  (-1 /4 т) ] +  (1/4т) S , (1/4т)}. (9)

Поскольку /(и, Р) положительна, непрерывна по и и имеет место (8),
[8] , из существования интеграла (9) следует сугцест-

Фиг. 2. Значение температуры 0 в зави­
симости от времени т: 1 - 3  — в центре эл­
липсоида вращения при 0—1,5; 4; 10; 4 — 
бесконечного цилиндра; 5 — шара; 6 — 

цилиндра конечной длины (0=10)

то,, как известно . . .  _ .
вовапие (6) и, как частного слу­
чая, (7) при всех 1=^0<«>, при 
этом lim 0 (0, £, т, 0) = 0Бц(т). 
Таким образом, решение для бес­
конечного цилипдра является 
частным случаем решения для 
эллипсоида вращения при беско­
нечном увеличении продольного 
размера. Использование модели 
бесконечного цилиндра для рас­
чета ожидаемого повышения 
температуры на оси эллипсои­
дального источника тепла конеч­
ной протяженности приводит к 
получению завышенного значения 
температуры. Другим предель­
ным случаем (7) при 0-*1 явля­
ется решение для шара. Можно
показать, что lim/(и , 0) =

0-*1

=Ег1:[1/(2гг,/г)]--[1/(лгг),/2]ехр[ — 1/(4гг)], при этом (7) приводится к ко­
нечному виду [5].

В общем случае эллипсоида вращения с произвольным 0, интегралы 
(6) и (7) не выражаются в конечном виде, однако интегрирование легко 
провести численным образом. Результаты расчета представлены на фиг. 2.. 
Видно, что влияние пространственного характера теплообмена становит­
ся существенным при т$=2. При этом 0 непрерывно зависит от пара­
метра 0. С увеличением 0 решение монотонно стремится к решению для 
бесконечного цилиндра, все время оставаясь меньше него по величине, 
а при 0->1 переходит в решение для шара. Повышение температуры 0 
для цилиндра конечной длины лежит между соответствующими значе­
ниями для эллипсоида вращения и бесконечного цилиндра, причем при 
т< 5  оно практически совпадает с последним. Следует ожидать, что по­
скольку модель вложенных эллипсоидов вращения лучшим образом ап­
проксимирует распределение интенсивности ультразвука в фокальной 
области, чем модель цилиндров конечной длины, использованная в рабо­
те [9], то она позволяет более правильно учесть процессы перетекания 
тепла в осевом направлении и тем самым получить более верное зна­
чение температуры ткани.
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Фиг. 4
Фиг. 3. Значепие температуры в центре фокальной области (<*»,=36°, ro/F=0,025) 
при различных способах ее аппроксимации: 1 — эллипсоидом вращения, 2 — беско­
нечным цилиндром, 3 — цилипдром конечной длины; 4 -  температура на стадии 
остывания при аппроксимации эллипсоидом вращения, стрелки указывают моменты

выключения ультразвука
Фиг. 4. Распределение 0 вдоль оси £ в фокальной области излучателя при а т =* 
=*36°; r0/F=0,025. Кривые 1—5 соответствуют моментам времени т=0,2; 1; Ь; 10; 50
Фиг. 5. Зависимость повышения температуры Т - Т 0, °С, от времени t, с в мозге 
кролика при воздействии фокусированным ультразвуком (/=0,96 МГц, ат=25°, 
F= 7 см): 1 — расчет на основании модели эллипсоида вращения, 2 — бесконечного

цилиндра, крестики — измеренное в эксперименте Т—Т0

Результирующее решение для температуры 0 в произвольной точке 
£ на оси представляется суперпозицией частных решений (6):

п

0 (£ , Т, р) =  £ ,  0 ,(0 , l h т„  fc) ( / , / / , )  ( a , / r 0)*. (10)
i-i

Геометрия фокальной области, неявным образом входящая в правую 
часть (10), для не слишком короткофокусных (r0/F<0,1) излучателей с 
10°<am<45° определяется, как указано выше, параметром p= p(am) и 
слабо зависит от rJF. Таким образом, полученные зависимости доста­
точно универсальны и пригодны при условии а 020<1 Для определения 
повышения температуры на оси излучателя с заданным ат при любых
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конкретных значениях параметров ткани и частоты ультразвука. Тем­
пература б на стадии остывания после выключения ультразвука в* мо­
мент т0 в силу линейности (1) может быть определена [5] как 0(т) =  
= 0  ( т )  — 0 ( т —т0) .

В качестве примера применения предложенной модели эллипсоидов 
вращения приведем результаты расчета, выполненного для фокусирую­
щего излучателя с 0^=36° (фиг. 3). В согласии с оценкой, сделанной 
выше на основании анализа уравнения (1), при т < 0,2 значения тем­
пературы 0 в центре фокальной области, рассчитанные на основе трех 
различных моделей, совпадают. При увеличении т значепие 0 растет 
медленнее, чем предсказывается моделью бесконечного цилиндра (кри­
вая 2), и при т~10 это отличие превышает 30%. Критическое значение 
т2, при котором модель бесконечного цилиндра применима для расчета 
повышения температуры в центре фокальной области (с ошибкой не 
более 10%), равно 2. При т > т 2 расчеты необходимо проводить на ос­
новании модели вложенных эллипсоидов вращения. Отметим, например, 
что при воздействии на ткань мозга млекопитающих при среднем уровне 
кровоснабжения (х = 2-10-7 м2/с) критическое значение /2= т 2Го2/х для 
излучателя с резонансной частотой /=  1 МГц составляет 20 с при а т=  
=36° и 100 с при а т=25°. Результаты расчета распределения 0 вдоль 
осп £ (у=0) в различные моменты т для излучателя с а т=3б° приве­
дены на фиг. 4.

Для проверки применимости изложенного метода расчета проводи­
лось сравнение теоретически ожидаемого повышения температуры с ре­
зультатами прямого измерения температуры, выполненного на мозге 
кролика. Результаты представлены на фиг. 5. Методика проведения 
экспериментов подробно описана ранее [10]. Параметры фокусирующего 
излучателя были следующими: /=0,96 МГц, a m=25°, F=1  см, общая 
акустическая мощность, измеренная в воде,—3,6 *10“3 Вт. Измерение* 
температуры осуществлялось медно-констаитаиовой термопарой (диаметр 
рабочего спая «0,1 мм). Совмещение термопары с центром фокальной 
области проводилось с помощью микроподачи (с шагом 0,1 мм) по мак­
симуму сигнала от термодатчика при действии короткими импульсами 
ультразвука малой интенсивности. В расчете использовались следую­
щие значения параметров ткани: р = 1,06 г/см3, с,,=4,17 Вт-с/(г-град), 
fc°=5,8-10"3 Вт/(см-град), с=1580 м/с [2], t/KP= 0,27 мл/(г-мин) [11].

# Интенсивность тепловыделения измерялась в эксперименте по скорости 
роста температуры на начальном участке нагрева [12] и составляла 
2а0//=0,32 Вт/см3. Результаты сравнения, представленные па фиг. 5, 
показывают, что экспериментальные и теоретические данные находятся 
в хорошем согласии. Следовательно, модель вложенных эллипсоидов 
вращения позволяет более точно, нежели модель бесконечного цилинд­
ра, описать динамику теплового процесса и предсказать абсолютное 
повышение температуры ткапи в фокальной области фокусирующего 
излучателя ультразвука. Отметим, что, используя решение (10) или 
графические зависимости (фиг. 3 и 4) для определения повышения тем­
пературы, следует иметь в виду, что вариабельность тепловых и акусти­
ческих параметров биологических тканей может приводить к сущест­
венному отличию реального повышения температуры от теоретически 
ожидаемого. Поэтому на практике, например, при выборе необходимых 
режимов ультразвукового нагрева при гипертермии опухолей представ­
ляется целесообразным проведение теоретического расчета повышения 
температуры с использованием значений параметров тканей, измерен­
ных в процессе самого эксперимента.

Автор выражает глубокую признательность Н. И. Выходцевой за 
совместное проведение экспериментов на животных по измерению тем­
пературы при ультразвуковом воздействии.
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