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ДИФРАКЦИЯ ЗВУКОВЫХ ВОЛН НА СФЕРОИДЕ 
СО СМЕШАННЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

Р ож дест венский  К .  I I . , Т о л о к о н н и к о в  Л .  А.

Рассматривается задача дифракции плоских звуковых волн на вы­
тянутом сфероиде со смешанными граничными условиями. Для нахож­
дения решения используется метод наименьших квадратов.

Решению краевых задач теории звука со смешанными граничными 
условиями были посвящены работы [1—4], в которых рассматривались 
излучатели с разнообразной формой поверхности, а также решетки, со­
ставленные из круговых и эллиптических цилиндров. Вопросы дифракции 
звука на телах со смешанными граничными условиями рассматривались 
в работах [5, 6], когда рассеивающими препятствиями являются сфера 
и эллиптический цилиндр.

В данной работе находится решение задачи дифракции плоских зву­
ковых волн сфероидом, помещенным в идеальную жидкость одна часть 
которого S i абсолютно жесткая, а на другой части S2 заданы условия 
сопряжения. Для определенности будем считать, что Si ограничена коор­
динатными поверхностями сфероидальной системы координат §, rj, ср: 
r j i^ r i^ T b  Ф1^<р<ф2.

Потенциал скорости впадающей звуковой волны единичной амплиту­
ды фР=ехр {i(k, г) i(ot} в выбранной системе координат записывается 
в виде [7]
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где Smn, 7 ? ^  — вытянутые угловая и радиальная сфероидальные функции 
1-го рода: Nmn — нормирующий множитель угловых сфероидальных функ­
ций; бот —символ Кронекера; c+=k+d/2  — волновой размер сфероида; 
к+ — волновое число среды вне сфероида; d — межфокусное расстояние 
сфероида.

Рассеянное поле удовлетворяет уравнению Гельмгольца для потенциа­
ла скорости вне (ф+= ф Р+ф3) и внутри (ф_) сфероида

Дф±+Л±2ф±=0,

а также граничным условиям

3ф+/ди |в|= 0 , (2)

р+ф+|в1= р -ф - |в„ (3)

где р+, р_ — плотности сред вне и внутри сфероида, а также условию 
излучения на бесконечности для потенциала фа и условию ограниченно­
сти для потенциала ф—

Для определения неизвестных потенциалов применим метод наимень­
ших квадратов [8]. Рассеянные поля, которые определяются потенциала­
ми скоростей фа и ф_, представим в виде конечных рядов по координат-
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дым функциям вытянутого сфероида [3]:
Л ' п

,(*>&тп (С+,Г))̂  » (с+, |)cos/ra(cp-cp0),
N  п

( 4 )

ip-' ’ =  X j - И S"“‘ (с-- " П ) ( с-> I) cos т (ср-фс),
П =  0 ЩяО

где /? радиальная сфероидальная функция 3-го рода.
Используя свойство непрерывности иормальпой составляющей ра­

диальной скорости на всей поверхности сфероида d^Jdn\i=u=d^-/dn\i=i0,

получаем зависимость между компонентами Л т п  и п т п  ■

в тJ-'mn — Г А (Ю—  I **т п
0(3)' /,, п  Xlmn\^+i 9/

2  in 2  —  6О т

Rmh (С_, | )  ^mn (с+)
(<?+. Л)

^m n(c+, COS 0О)
r Z  (с+, s)
Rmn (C_, g) ]X

X

При этом ограничивались в выражении (1) конечным числом членов 
ряда, что дает некоторую погрешность в разложении плоской волны по 
сфероидальным функциям.

Функционал, выражающий квадратичное отклонение приближенного 
решения (4) от граничных условий (2), (3), представим в виде

/Ч фГ Н рЛ O i

<9\|)s 3*ф

5 ,
дп дп

dS  +  к +21 а 2 1 р ь’ф р + р + 'ф в + р -'ф -12 dS.
s,

(5)

'Здесь о ,= У (|02-г12) ( | 02- 1 ) ,  02= У ( |о2- 1 )  (Ео2—Л2) -весовые множители. 
Множители перед интегралами введены в целях сохранения размерности, 
а весовые множители иод знаком интеграла — для упрощения подын­
тегральных выражений. Производные в первом интеграле берутся по 
направлению внешней нормали.

Применяя стандартную процедуру минимизации функционала путем 
определения стационарных точек дР/дЛ(̂ \  где черта означает комплекс­
но-сопряженную величину, a g=0, 1, . . . ,  /; /= 0 , 1, . . . ,  N, получаем 
•систему алгебраических уравнений порядка (N+l) {N+2)12:

jV  71 N  п

Р  т э т  qj+  т п  =  ЕЕ Umnqjj
эт =  0  т = 0  7 1 = 0  э т г = 0

(6)

тде
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г  д(ЗУ “1
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Характеристики рассеяния звука на сфероиде со смешанными граничными условия­
ми: 1 соответствует жесткому сфероиду (т|0= -1 ) ,  2 -  мягкому (т]0= + 1), 3 и 4 — 
жестко-мягкому (т]0= —3/2 и т)0= V3/2 соответственно). А - с = 1 ,  Е0=1*02; Ъ -  с= 3,

6 о=1,005

Здесь
п(4) __ ЫЗ) . Ы1), (3), (»)'__■*lwtn±---■£imn±, тп±

dB%,[ (3)>(4)(C±> l)

d2
5=6.

2\lVtP =  1>2; dS =  - ^ U t f -  1)Й02- Л 2)]

Как установлено в работе [2], погрешность метода может быть найдена 
как отношение определителя расширенной системы (6), дополненной 
строкой CtmnNN, к определителю данной системы. При N-+ <*> данное отно­
шение стремится к нулю.

Проведем исследования амплитуды рассеянного поля F (0, ср) в даль-
Лк г

ней зоне, которая определяется из соотношения (0, ф)

с учетом того, что c^-^-kr, a T)->-cos0. Рассмотрим случай, когда поле 
внутри сфероида отсутствует, а его поверхность состоит из абсолютно 
жесткой и мягкой частей, причем контур между нпмн есть окружность, 
образованная нересечепием координатных поверхностей £0 и г\0. Тогда 
система (0) распадается на N  более простых систем порядков N.. 
N  —1, . . . ,  1:

Л’

£
п=т

[ Ctmny' !~/1 mn ] ==== 0,

где т =0, 1, . . . ,  у; /= 0 , 1, . . . ,  /V,2_ф
cimnj =  2 i1 “  ——— ‘Smn (с, cos Go) X

Nmn(c)

X [ 4 X ,  • * ’i l l )  +  «IV / £ '  1;
CL

R — - R  (3)' r  (4)> (i) -1- 1AR !3)R<4> r<2> .
P » n n ;  ' • m n  t l m j  * mn) '  Л  l i m j  1  t r . r j ,

Гп?п/ J  Sittn ( с ,  T)) 5m  j ( c ,  T])
’lo

По

^ m n j  j  >^ шп  (C, T|) S mj  (С, T]) d,4\.
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Здесь с= с+. Число А‘, как показали численные исследования, может 
быть ограничено величиной порядка 4с. Коэффициенты системы вычисля­
лись на ЭВМ ЕС-1033 с использованием стандартных программ для 
сфероидальных функций [ 9 ] . Расчет интегралов производился численным 
методом. Система алгебраических уравнений с комплексными коэффи­
циентами решалась методом Гаусса с выбором главного элемента.

Результаты расчета величины |/'т(0, ф)//'’(0, ф)тах| для случая осесим­
метричного падения плоской волны на сфероиды различной конфигура­
ции и волнового размера представлены на фигуре. Из приведенных гра­
фиков видно, что диаграмма направленности рассеянного поля с увели­
чением площади мягкой поверхности сфероида изменяется от вида, 
соответствующего абсолютно жесткому сфероиду, к виду, соответствую­
щему акустически мягкому сфероиду.
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