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ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В СЛУЧАЕ ТОНАЛЬНОГО ИСТОЧНИКА
С ИМПУЛЬСНЫМ ВКЛЮЧЕНИЕМ В СЛОИСТОМ ВОЛНОВОДЕ

Вегиев Н .  А В и н о к у р о в а  А.  И С л а в я н о в  С .  /О .

На основа разложения поля от тонального источника в ряд но нор­
мальным волнам выводятся асимптотические (при больших расстоя­
ниях между источником н приемником) формулы для описания переход­
ного процесса при включении сигнала. Выяснена область применимости 
полученных формул и приведены примеры расчетов переходных про­
цессов для конкретных профилей скорости звука.

Вопросу о переходных процессах при мгновенном включении точечно­
го тонального источника в слоистом волноводе посвящепа работа [1] и 
раздел в монографии Л. М. Бреховских [2J. Настоящая статья содержит 
уточнение этих исследований, более детальную оценку погрешности, ка­
чественное рассмотрение зависимости переходного процесса от профиля 
скорости звука и два примера расчетов.

В основу рассмотрения положена концепция разложения поля от то­
нального источника в ряд по нормальным волнам. На характеристики пе­
реходного процесса влияют частота источника (циклическая) со, расстоя­
ние между источником и приемником г и зависимость групповых скоростей 
vm нормальных волн от частоты (т. е. дисперсионные свойства волновода), 
которая в свою очередь определяется профилем скорости звука по глуби­
не. Разобрать все возможные случаи — достаточно трудоемкая задача. 
Здесь полагаем, что г »  1, о>»1 и рассматриваем две модели профиля: мо­
дель Пекериса и модель подводного звукового канала.

В первой части работы путем вычисления обратного преобразования 
Фурье от разложения по нормальным волнам стационарной задачи выво­
дятся асимптотические формулы для переходного процесса. Вид функци­
ональной зависимости этого процесса в значительной мере определяется 
производными групповых скоростей нормальных воли по частоте. Во вто­
рой части работы исследуется эта функциональная зависимость для двух 
уже указанных моделей скорости звука. В заключительной части работы 
приводятся примеры численного расчета и сравнение с «кинематическим» 
расчетом.

Давление Р в водном слое от мгновенно включаемого в момент 1=0 и 
выключаемого в момент t=T  точечного тонального источника, располо­
женного на глубине z0, удовлетворяет уравнению

л р + := в_<"'6 (г) 6 (z-Zo) (е (t+T) - е  (t)); (1)

здесь с (z) — скорость в водном слое, со —частота тонального сигнала, 
Q(t)  — функция Хэвисайда

0 (0 = 1 ,  t>  о,
О, t<0.

Очевидно, что переходные процессы связаны с прохождением передне­
го и заднего фронта волн. Если время Т действия источника достаточно 
велико (со>71"*)» то эти переходные процессы достаточно разделены во 
времени. Поэтому ограничимся исследованием части поля, связанного с 
передним фронтом волны. В пренебрежении зависимостью числа вещест­
венных нормальных волн от частоты эти части поля выражаются через
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( 2 )

разложение в ряд по нормальным волнам стационарной задачи
м

Р (г ,0 = 2 ]Р т (г ,1 )е -ш ,

e i n / l  Г  Л e - i p t + i r x m

Pm (г, t) =  ——  Vp J ------ ---- — t|)m (z„) i|)m (z) dp. (3)
2ni -oo P У8пгкт

Здесь г|эт (я) — нормированные собственные функции, а хт2— собственные 
значения задачи Штурма — Лиувилля по вертикальной координате г :

тр(0)=0, ^ ( I I ) + ig ^ ( / f ) =  0. (4)

Величина g, входящая в граничное условие на дне (при z= tf), задает­
ся моделью грунта, i|)m(z) и волновые векторы хт зависят от меняющейся 
частоты £ как от параметра, причем в интеграле (3) значение этого пара­
метра равно £=р+оI), т. е. ^ m(z)=Hpm(z, р+со), х т= х т(р+о>). Поскольку 
под знаком интеграла стоит быстроосциллирующая функция, то основной 
вклад в интеграл дает окрестность точки сингулярности /;=0, где эти 
осцилляции меньше всего скомпенсированы. Если сохранить в показа­
теле экспоненты в (3) лишь линейные по р слагаемые, т. е. представить

dxmXm(cO + p )«X m((0) +  -   (СО)/?,
d<o

где dxJd(s)=vm- \  vm — групповая скорость нормальной волны, а все осталь­
ные сомножители «заморозить» при р=0, то для P(r, Z) получится разло­
жение

м

Р (>' ,  * ) - £  ( 1 ~ ~ )  А ^ т ( г ,  z ,  а ) ,I'm1» =■ 0
(5)

где Um(r, z, со) — нормальные волны стационарной задачи и Лт — их коэф­
фициенты возбуждения. График переходного процесса в зависимости от 
времени, описываемого формулой ( 5 ) ступенчатая функция. Само раз­
ложение (5) естественно назвать «кинематическим», поскольку оно за­
дает мгновенное вступление т-\\ нормальной волны с запаздыванием, 
определяемым групповой скоростью соответствующей волны.

Такой подход, очевидно, отвечает пренебрежению зависимостью груп­
повой скорости vm от частоты о, т. е. дисперсией.

При учете этой зависимости надо разделить два случая. Случай А, ког­
да функции можпо считать медленно меняющимися по сравнению с 
экспонентой в (3). Так будет, если т~1, либо при очень больших г. Слу­
чай Б, когда номер т велик и для функции ifm(z) справедлива асимптоти­
ка ВКБ-типа, а расстояние г недостаточно велико. Рассмотрим вначале 
более простой случай А.

Введем для каждого слагаемого в (2) свое время запаздывания т=Z—г/ 
lvm. Тогда показатель экспоненты в (3) преобразуется к виду F(p, Z, г) =  
= —ipt+ixmr= —ipx—ipr/vm+ ixmr. Точка стационарности определяется из 
условия дР/др=0 или

-т + г ( .  , * , ------Т—г ) - 0 .  (6)х V m ( p + со) 1>т((1>) '

В принципе, возможны варианты профиля скорости звука, когда фазо­
вые скорости Vm немонотонно зависят от частоты [3]. Все же более естест­
венны случаи монотонности vm. Тогда уравнение (6) определяет единст­
венную точку стационарности /?т==ф(т/г). При больших т точка стацио-
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парности рт и точка сингулярности р = 0 достаточно разнесены, основной 
вклад дает точка сингулярности, и вновь приходим к «кинематическому» 
решению. При малых т точка стационарности и точка сингулярности близ­
ки и для описания переходного процесса требуется специальная функ­
ция — интеграл Френеля (см. [2]). При достаточно малых временах т, 
а именно при таких временах существенно отличие переходного процесса 
от ступенчатого, можно воспользоваться разложением в ряд Тейлора:

___ 1_________1 _  1 Э2Кт , 1 д*Хт 2 +
У т(р+со) 1Лп(со) 2  д о г  1 6  д(0;' р

Подставив это разложение в уравнение (6), найдем приближенное 
значение для корня:

гт
2т __2_т^ 
га 3 г2 а2

 ̂ •  •  •  у (7)

а=дгКт1д(й2, Ь=д3кт/дш3. В дальнейшем предполагаем, что второе слагае­
мое в формуле (7) мало по сравнению с первым. Справедливость этого 
предположения обсуждается ниже. Интеграл (3) в этом случае представ­
ляется в виде (см. [4])

Pm=AmUm(r, z)Gm(ym), ym= { t—r/vm)/(2ra)'l‘, (8)
а функция Gm(y ) представляется через интегралы Френеля:

Gm(у) =  (1 ± 0  [ S i  (у) =FiCi ( У ) ] 12+Ч г, (9)

cos х2 dx, sin х1 dx,

причем верхний знак отвечает случаю а>0, а нижний — противоположно­
му случаю. Формула (8) справедлива при г»& 7М 3.

Переходная функция Gm(y) не вещественна, так что не только ампли­
тудная зависимость отклоняется от ступенчатой функции, но происходят 
и фазовые искажения. Естественно, что предельными значениями Gm(y) 
на бесконечности являются нуль и единица.

Случай А =  0 требует специального рассмотрения и введения своей спе­
циальной функции для описания переходного процесса. Не останавли­
ваясь на деталях выкладок, приведем ответ

Pm= A mUm(r,z)Qm{wm), Wm =  ( t - ^ - ) / ( ± )  ,

w

Qm(w)=  j  A i{-x )dx .

( Ю )

(ID
Функция Ai (#) — известная функция Эйри. Здесь переходная функция 
уже вещественна, т. е. фазовых искажений нет. Заметим также, что в этом
случае при временах, мепьших тт =г/г;т (6>0) или больших тт (6<0), вы­
ход на стационарный режим происходит без осцилляций. Можно ввести 
функцию, описывающую переход от функции вида (11) к функции типа
(9), однако использование ее для численных расчетов вряд ли целесооб­
разно.

Переходные процессы (8), (9) либо (10), (11) затрудняют идентифи­
кацию прихода отдельных нормальных волн. Время переходного процесса 
Т{ при а=£0 — величина порядка Т1=[2га]'1г. Время запаздывания сосед­
них нормальных волн Т2 — величина порядка

^  Г 1 1 1 r/SvmТ2= г \ -------------- ~ — — .
L ^ m + i  Vm J  Um2

Отсюда разрежение нормальных воли возможно при
r>2avmklk v m2.

1006

( 12)



В различных моделях волноводов это приводит к своим характерным рас­
стояниям.

Вкратце обсудим основные отличия переходных процессов в случае Б. 
Для функций я|)т (со+р, z) пишутся ВКБ-асимнтотики. В зоне «света» каж­
дая из нормальных волн распадается па четыре слагаемых, каждое из ко­
торых содержит осциллирующий множитель вида е|ф(1* t0\  <p(z, z0) =  
= ± Д  (z)±A (z0),

2 1

2j — точка поворота уравнения (4). Здесь уже фазовая функция F зависит 
от 2 и 20. Соответственно «подправляются» времена задержки тт и точки 
стационарности рт, которые также начинают зависеть от z и z0. Физически 
это объясняется тем, что групповая скорость есть усредненная по длине 
цикла величина, а на расстояниях, равных части длины цикла, время за­
держки может отклоняться от (г/ит). Явные формулы для случая Б за от­
сутствием места здесь не выписываются.

Перейдем к конкретным моделям волновода. Первой возьмем модель 
Некериса, где скорость звука Ci постоянна в водном слое глубины Н. Для 
малых номеров т групповые скорости vm имеют следующую асимптотику 
по со:

1 1 1 с ,  п2т~
vm ct 2 Н2 or

Групповая скорость г;,,,, монотонная функция о> и реализуется случай А. 
Условие применимости формулы (8) для описания переходного процесса 
выглядит следующим образом:

г/Н>Н/Хт\ (13)
где X — длина волны. С «инженерной» точностью, опуская сомножители, 
близкие к единице, нетрудно вывести из (12) условие разрешения прихо­
дов нормальных волн:

гХ>Н\  (14)
Практически получается, что если справедливы формулы (8), (9), то при­
ход отдельных нормальных волн можно разрешить. Неприменимость опи­
сания переходных процессов предложенными средствами при очень боль­
ших со связана, очевидно, с необходимостью перейти в этом случае на язык 
чисто лучевых представлений. Наоборот, при больших г и не слишком 
больших со, так же, как и при исследовании стационарной задачи, пред­
ставление в виде ряда по нормальным волнам вполне удовлетворительно. 
Включение дополнительных слагаемых, зависящих от z и 20, по подходу в 
случае Б позволяет улучшить оценку (13).

В качестве второй модели выберем модель ПЗК. Групповые скорости 
vm первых нормальных воли имеют следующую асимптотику по а>:

—  -  —  +  С- ^ ( а ( 2 т + 1 )2+ р ) + о ( - Г ) .
Vm Ст1п СО2 '  Х ( О 2 '

Здесь Стш — скорость на оси канала. Коэффициенты а и р  определяются 
локальными свойствами профиля скорости c(z) вблизи оси канала (2= 2*). 
Если считать, что

c(z) =Cmin+C2(z—Zft)2+Cs(2—Za)3+C4(2—2й)4+  . . .
T O

/ V  M
3 С'. 1 с2 15 Сз2

a  —
16 Со 32 С т \ п 64 С  2  ’с2

IIcQ
.

3 C i 9 с2 Z Сг

16 С 2 32 сШ||, _ 64~С 22  ’
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Фиг. 1. Огибающая переходного процесса импульсного включения тонального 
точечного источника. Начальная точка соответствует моменту прихода первой 

нормальной волны, конечная — моменту прихода последней

Если коэффициент а  — отрицателен, то нормальная волна со старшим но­
мером приходит раньше нормальной волны с младшим номером (если а  
положителен, то наоборот).

Пренебрегая на «инженерном» уровне поправочным коэффициентом 
получим условие применимости и условия разрешения:

гК >  — ;------------- ,
а  (2т+1)2 ’

Видно, что по сравнению с (13) и (14) изменилась лишь правая часть, яв­
ляющаяся характеристикой волновода.

Конкретное вычисление коэффициентов а и Ъ по экспериментальным 
данным — достаточно деликатная расчетная задача. Полезной является 
формула, выведенная при условии применимости ВКБ-асимлтотики
(ср. [5]):

U m  С т
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Г л у б и н а ,  к м С к о р о с т ь ,  к м / с Г л у б и н а ,  к м С к о р о с т ь ,  к м / с Г л у б и н а ,  км С к о р о с т ь ,  к м / с

0,0 1,5271 0,8 1,5120 2,0 1,5000
0,1 1,5266 0,9 1,5060 2,2 1,5025
0,2 1,5264 1,0 1,5012 2,4 1,5050
0,3 1,5258 1,2 1,4950 3,0 1,5135
0,4 1,5254 1,4 1.4935 3,5 1,5205
0,5 1,5250

1,5220
1,6 1,4950 4,0 1,5275

0,6 1,8 1,4975 4,5 1,5345
0,7 1,5170

где ст — фазовая скорость т-й нормальной волны, 1 — адиабатический ин­
вариант, D — длина цикла луча, отвечающего т-й нормальной волне.

На основе предложенных формул была составлена программа на Форт­
ране для расчета переходных процессов в волноводе, в котором профиль 
скорости имеет один минимум, т. е. для ПЗК. Для вычислений был выбран 
профиль [6], приведенный в таблице. Фигура 1 иллюстрирует тот факт, 
что реально переходный процесс длится существенно меньше, чем раз­
ность времен прихода последней и первой нормальной волны, так как су­
щественный вклад в поле вносят не все нормальные волны, а только их 
часть [2, 7]. Параметры в расчетах: частота 50 Гц, z=z0= 0,1 км, г=  
=1000 км, отношение плотности дна к плотности воды на дне 1,1, скорость 
звука в грунте дна 1,55 км/с. Фигура 2 показывает, что на не очень боль­
ших расстояниях переходные процессы вступлепия нормальных воли с 
различными номерами существенно перекрываются. Для расчетов было 
выбрано г=100 км, z= z0= 1 km, остальные параметры те же, что и в преды­
дущем примере. Время вычисления задач, представленных на фигурах, 
7 -10  с.
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