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МАТРИЦА ГРИНА ДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ, СОДЕРЖАЩЕЙ 

СЖИМАЕМУЮ СРЕДУ, ПРИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

Г еорги евски й  В . П .9 М алю т гт  И . С., Т арасо ва  А. Г .

Рассмотрена задача выпуждеппых гармонических колебаний ци­
линдрической оболочки, содержащей акустическую среду. Построение 
матрицы Грина для рассматриваемой задачи основано на применении 
к разрешающим уравнениям поставленной задачи конечных интеграль­
ных преобразований Фурье и представлении их с помощью общего ре­
шения уравнений для амплитудных функций перемещений в форме, 
где в качестве произвольных постоянных выступают некоторые гранич­
ные параметры.

В работе [1] рассматривалась задача об определении матрицы Грина 
колебаний цилиндрической оболочки в идеальной жидкости. Края оболоч­
ки предполагались шарнирно опертыми. Задача при этом сводилась к 
двум интегральным уравнениям, связывающим прогиб оболочки и давле­
ние со стороны жидкости.

Ниже предлагается получение матрицы Грина для цилиндрической 
оболочки, содержащей акустическую среду и совершающей вынужденные 
гармонические колебания, при произвольных граничных условиях на 
краях оболочки и наличии жестких днищ у акустической полости, которое 
требует лишь определения постоянных величин из граничных условий. 
Оно основано на применении к разрешающим уравнениям поставленной 
задачи конечных интегральных преобразований Фурье и представлении с 
их помощью общего решения уравнений для амплитудных функций пе­
ремещений цилиндрической оболочки в форме, где в качестве произволь­
ных постоянных выступают некоторые граничные параметры [2]. Такое 
представление позволяет в ряде случаев существенно сократить количест­
во неизвестных, определяемых из граничных условий, и получить реше­
ние в явном виде.

Определение матрицы Грина в рассматриваемом случае сводится к ре­
шению уравнений движения цилиндрической оболочки под действием гар­
монической сосредоточенной силы:

dt R

■ я» У,

и уравнения для потенциала скорости акустической среды
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при соответствующих граничных условиях и условии
dw dtp (R ,x ,y , t)
dt dr

Здесь и, v, w — компоненты перемещения точек срединной поверхности 
оболочки, Ьц — известные дифференциальные операторы в частных про­
изводных, в общем случае содержащие и параметрические члены с началь­
ными усилиями, Rx, Ry -  координаты соответственно в осевом и окруж­
ном направлениях, t — время, г —радиальная координата в цилиндриче­
ской системе, R  — радиус оболочки, h — толщина, р — плотность, ( |,  ц) — 
точка приложения сосредоточенной силы с компонентами Р,, Р 2, Рз, о  — 
частота, б ( . ..) — дельта-функция, р0 -  плотность акустической среды, а — 
скорость звука в ней, B = ( i —v2)R2/Eh; Е, v — модуль упругости и коэф­
фициент Пуассона.

В случае применения технической теории оболочек операторы Ьц 
имеют вид

д2 1 -v  Зг 1+v д2
Ьц — —~г +  —-—- г т ,  b i2—b 2l —дх*

Ь \ з — / л ц — V

2 ду2 ’ 
д

2 дх2ду2 ’

дх ’
r 1 v д2 , д2
Г1~  2 д *  д у "

/ '2 3 —  /*32 ---
Оу' '  дхг (Ь/> Е  диг Е  дх2Е д у'

где Ру q — соответственно начальные сжимающие кольцевые и осевые на­
пряжения, с2=к2/121Г.

Разыскивая решение в виде
со

{ц, v, w}=  sin tat {/Г>(« )./Г ) (*),/*<">(*)}в<"<*_,>,
п~ — ОО

со

(р =  cos со/ X j Фи (х, r)e',l{'J-"\
п ----- ОО

для амплитудных функций получаем уравнения (индекс п опущен)

I V , =  -  5
;=1 R2

иV я

( 1 - 2 в „ ) Р | 6 ( * - 6 ) + б ^ Р . ® Ф ( * , Л ) ,  0 = 1 , 2 , 3 ) ,  ( 1 )

д2 +  д-

при этом
R2 дх2 д г

0)/з

, 1 д п2 , со2 \  , п
+—я---- г+—)ф=0;г 9г г  а- '

дФ (R,x) 
дг

(2)

(3 )

Здесь 1ц — обыкновенные дифференциальные операторы, б,-,- — символ Кро- 
некера.

Применим к (2) и (3) конечное косинус-преобразование Фурье [3]:

f  (*) =  1 /0*0 cos 1п Х  й х  ( ° {к = Ы 1 ) ,

/(*)
1
, f  (0) +  - у - Ц  / с (/с) cos уАх.

h** 1

Используя граничные условия (Я/ —длина оболочки) дф/&г=0, (я=0, Z),
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получаем 
d2 ф* 1 ddr  '  - 2 

+ ------ -—  +
dr2 г dr

Отсюда находим

Ф‘ =

'  а2
V
Л2

ю /„ (w )
И* /„ ' (д„Д)

п2 \
— /  Фс=02 IIОсо*3*

( д / - -^  а2 Чк)-

с/Ф‘
dr Г—л

(4>

Применяя далее к первому уравнению (1) конечное синус-преобразо­
вание Фурье, а ко второму п третьему — косинус-преобразование, учиты­
вая при этом (4), получаем три алгебраических уравнения относительно 
трансформант амплитудных функций перемещений.

Решая их и возвращаясь к оригиналам, находим
fr=fi0F 1Г (я) +S0Fzr (X) +fM'Ftr (X) +Q0FiT (X) +/„ Ф lr (х) +S , Ф2г (ж) +

3

+ / « ' Ф » ( * ) + а Ф . г ( * )  +  - 5 ^ 2 1  ( 2 6 , 3- 1 ) / > Д , г ( * , 1 ) ,  г = 1 , 2 , 3 .  ( 5 )
t= 1

Здесь (применительно к технической теории оболочек)
оо

I Г= 4 ^А—О
«vd2r (чО +T;^ir (Yi<) +vd3r (vft)

d(l„)
Фг*(ж),

(С
,  dlr(b )  , , ,

А—О
оо

д зг=
4 Ек=0

d3r(b)
ГГ

[ c2 ( V - I -vh2) -  g- i.( L  v2) ] ^ (:Е),

со

F„r =
2 с2/?: (■у»)
* °  „„о

Ф„(*)-(2в„-1)Яг(1-*),

фг*(ж) =  (1 (1—6ri)co.Sf*a:-6r, sin
СО

К ir (х> £ )  =  7 - Х 1 ~7ГТ~ Ф*»- ( * )  Ф *  ( 1 )  -г Ага0 « Ш

d =  det[|a(r||, /)=/?AY12(l—■v2),

1—v 1+v
a n = - T * ---- —  n2+5pAco2, a)2= - a 21 =

1 — V
a13= - a 3l=v'Y,„ « 22 = -------—  j k2- n 2+B(ikai2, a23= a 32=tra,.

«33= c 2(«***+»*)~ b { ~  +  V+p/u,)2) -  Bp0— p
а 2 I„(phR)
Н*Л.'(М*#)

й*г(Та) —алгебраическое дополнение элемента d,r, gi, q2 — соответственно 
начальные осевое и кольцевое напряжения в оболочке.

Выражениями (5) представлено общее решение для амплитудных 
функций перемещений, в котором в качестве произвольных величин вы-
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•ступают значения амплитудных функций осевого перемещения (/ю, /п), 
угла поворота образующей (/зо\/з/)> касательного S = I (1—v)R/2B](infi-\- 
+jz)  н перерезывающего в смысле Кирхгофа Q=(c2R/B) [ /3'"—п2(2—v)/3'l  
усилий на краях оболочки. Функции Ktr(x , £) пропорциональны компонен­
там матрицы Грина для оболочки с подвижно защемленными краями.

Подчиняя (5) граничным условиям, получаем уравнения для неизвест­
ных постоянных величин, после определения которых матрицу Грина 
можпо считать найденной. Решение в форме (5) позволяет в ряде слу­
чаев существенно сократить количество определяемых из граничных усло­
вий неизвестных и достаточно просто получить окончательный результат 
в явном виде.

Пусть для примера граничные условия будут (жесткая заделка отно­
сительно осевого и нормального перемещений) /i=*S,= /3=/3^=0, (х=0 , /).  
Тогда решение, согласно (5), представится в виде

fr—Q*P,и (X) +Q,Ф4Г (х) +  Y j  ( 2 6 , 1 )  P,Klr (х, I ) .

Удовлетворяя оставшимся невыполненными граничным условиям /3=  
= 0  прп я=0, /, получаем два уравнения для определения (Л, и Qi:

CV'U(0) +<? А з (0) +  (26,3-1)/Л/С,(0, 1) =0,

<?»А» № +<? А з  (/) +  т Л г  £  (26,3-1)P A r  (l, I )  =0,2ftff /=.1
откуда

<?.=
в

2 n R ' [ F , . * { 0 ) - F ^ m T ,
£  (26,з-1) P,[Ftз (0 ,r (/, | )  - Л ,  (0) K,r (0,1) ],

В £2яД2А з 2( 0 ) - Л Л 0 ] П
(2 6 ,3 -1) /М /■« (0) к  ,r (/, ю  - л .  (/) я , Г (0 ,1 ) ] .

Заметим, что равенство /̂ .з2 (0) —//\з2(/)= 0  представляет собой харак­
теристическое уравнение, определяющее собственные частоты системы 
(оболочка, содержащая сжимаемую среду). Аналогично могут быть рас­
смотрены и другие случаи граничных условий.
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