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С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  К О Л Е Б А Н И Я  В  Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О М  О Б Ъ Е М Е  
СО  С Т Е Н К А М И , Х А Р А К Т Е Р И З У Е М Ы М И  К О М П Л Е К С Н О Й  П РО В О Д И М О С Т Ь Ю .

Ч И С Т О  П О П Е Р Е Ч Н Ы Е  М О Д Ы

П и с а р е в к и  IO. И .

И звестн о  р е ш ен и е  з а д а ч и  о св о б о д н ы х  к о л е б а н и я х  га за , н а х о д я щ е г о с я  в  ц и ­
л и н д р и ч еск о м  о б ъ ем е, о гр ан и ч ен н о м  сте н к а м и , х а р а к т е р и з у е м ы м и  к о м п л ек сн о й  п р о ­
во д и м о стью  п р и  м а л ы х  в е л и ч и н а х  п р о во д и м о сти  [ 1 ] .  В  р я д е  р аб о т р а ссм о т р е н а  з а д а ­
ч а о р асп р о стр ан ен и и  з в у к а  в  ц и л и н д р и ч еск и х  т р у б а х  п р и  л ю б ы х  п р о в о д и м о ст я х  и х 
сте н о к . В  ч астн о сти , м ет о д  о п р ед ел ен и я  с о б с т в е н н ы х  зн ач ен и й , и сп о л ь зу е м ы й  в  р а ­
боте [ 2 ] ,  п о з в о л я е т  д л я  л ю б ы х  п р о во д и м о стей  р е ш и т ь  и з а д а ч у  о со б ст в е н н ы х  ко л е­
б а н и я х  ц и л и н д р и ч еск о го  о б ъ ем а. Р е ш е н и е  у д а е т с я  о б общ и ть и н а  о тр и ц ател ьн ы е 
а к ти в н ы е  с о ст а в л я ю щ и е  п р о во ди м о сти , к  к о то р ы м  (см . н ап р и м ер , [ 3 ] )  м о гу т  б ы ть  
св ед ен ы  зон ы  п о д в о д а  м а с с ы  и ли  тепла.

Н и ж е  р а с с м а т р и в а ю т с я  сво б о д н ы е к о л е б а н и я  и д еал ьн о го  и со вер ш ен н о го  газа , 
н а х о д я щ е г о с я  в  п р ям о м  к р у го в о м  ц и л и н д р и ч еско м  о б ъ ем е, о гр ан и ч ен н о м  л окал ьн о  
р е а ги р у ю щ е й  п о в е р х н о ст ь ю . П р о во д и м о сть  к а ж д о й  и з  стен о к  с ч и т а е т с я  постоян ной . 
П р е д ст ав и м  ч а с т н о е  р е ш ен и е  б езр азм ер н о го  вол н ово го  у р а в н е н и я  в  виде

P m  (г, Z , <р, t ) = [ A n c x p ( jX iZ ) + B n exp  ( —/ Xi (Z) ] J m (A,m„r) e x p  (/ лмр) exp  (jQnt), ( 1)

гд е  к о о р д и н ат ы  г, Z, в р е м я  t, ч а с т о т а  Qn и  в о з м у щ е н и я  д а в л е н и я  Р i п р и в ед ен ы  к 
б е з р а з м е р н о м у  в и д у  с  п о м о щ ью  р азм ер н о го  р а д и у с а  ц и л и н д р а  R,  ско р о сти  з в у к а  с 
и  п р о и зв е д е н и я  стати ч еск о го  д а в л е н и я  Р 0 н а  п о к а з а т е л ь  а д и а б а т ы  у,\ m -  ц ел о е, Я тм, 
Xi, £>n, А п, В п — п о сто я н н ы е, J m — ф у н к ц и и  Б е с с е л я  п ер в о го  р о д а  тп-го  п о р яд к а, 
n = lm \ i , Й = (о + / б . В о л н о во е  у р а в н е н и е  п о зв о л я ет  п о л у ч и т ь  со о тн о ш ен и е м е ж д у  во л ­
н о вы м и  ч и е л а м и  Xmil, Xi и ч асто то й  Q„:

Qn2- W - ^ 2=0. (2)
Г р ан и ч н о е  усл о в и е  н а  ц и л и н д р и ч еск о й  стен к е  с  б езр азм ер н о й  уд ел ь н о й  а к усти ч еск о й  
п р о во ди м о стью  р0 д л я  ч астн о го  р е ш е н и я  ( 1)  д а е т  у р а в н е н и е

^ п Р о Л п  (Armji) j Х п щ ! m  — 0 ,

а  гр ан и ч н ы е  у с л о в и я  д л я  п л о с к и х  сте н о к , р а с п о л о ж е н н ы х  в  н а ч а л е  и  в  к о н ц е  о б ъ ем а 
и х а р а к т е р и з у е м ы х  п р о в о д и м о стя м и  P i и рг, д а ю т  с и с т е м у  у р а в н е н и й , и м ею щ у ю  не­
тр и в и ал ьн о е  р е ш ен и е  отн о си тел ьн о  А п и В п п р и  у с л о в и и  р а в е н с т в а  н у л ю  о п р едел и ­
т е л я  си стем ы . О тсю да д л я  о б ъ ем а  (к ам ер ы ) б езр азм ер н о й  д л и н ы  L  в ы п о л н я е т ся  ра­
вен ство

Xi2—jQ n (Pi +  Р2) c t g {XiL) -j-Qn2P ip 2 = 0 . (4)
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Безразмерные частота о> л коэффи­
циент затухания б. Нанесены кри­
вые, соответствующие постоянным 
значениям реактивных проводи­
мостей роj и изменяющимся Рол и — 
для т = О, б — /7i=1, в — т = 3 . Штри­
хами отмечены Рол» равные для слу­
чая и — 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1; 1,2; 1,5; 
2; для б — 0,4; 0,6; 0,8; 1; 2 и до­
полнительно для кривых Poi=—0,01; 
-0,03; -0,06 и -0,07; ро«=0,9; 0,92; 
0,94; 0,96; 0,98; © — точка ветвления: 

в -0 ,2 ; 0,4; 0,6; 0.8; 1; 1,5; 2; 5

Система трансцендентных комплексных уравнений (2)-(4) определяет собственные 
значения и частоты колебаний.

Рассмотрим один из способов нахождения решении уравнения (3). Собственные 
значения А,ТО|1, определяемые уравнением (3), зависят от проводимости р0 и при ее 
изменении они и собственные частоты меняются таким образом, что уравнение (3) 
неизменно выполняется. Поэтому равняется нулю полный дифференциал левой части 
этого уравнения. Если обозначить левую часть (3) через Пт, то

dkm  dDm(X Ре) /  dDm{\  пни Ро)
-------= ---------------------  /  1—  .............. (5)

Р̂о ^р0 /  * дЛтц

Пользуясь уравнением (3), уравнением Бесселя и соотношением (2), уравнению (5) 
можно придать следующий вид:

/ArmitQn
/нЧро^Л^тЛРо2 —1)

И случае чисто поперечных колебаний Ki= 0 и из равенства для затухающих колеба­
ний следует &п=Ятй. Уравнение (6) приобретает вид

Ая»ц
т~ + Ятц2(ро2—1) +/Ро^тц

Заметим, что уравнение (3) определяет регулярную функцию комплексного пере­
менного Я=Мр0) всюду, за исключением особых точек, в которых обращается в нуль 
знаменатель правой части производной (6) или (7).
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Интегрирование уравнений (6) и (7) проводилось на ЭВМ методом Рунге -  Кутта 
четвертого порядка. Полученные решения проверялись их подстановкой в уравнение 
(3). Некоторые полученные конформные отображения представлены для чисто по­
перечных колебаний на фигуре. Расчеты проведены для проводимостей 0о, действи­
тельные и мнимые части которых лежат в диапазоне от нуля до десяти. Каждая из 
кривых соответствует интегральной кривой, определенной для постоянного значения 
мнимой части проводимости 0О> Кривые, соответствующие 0(ш=const, не нанесены. 
В качестве начальных условий использовались значения, которые для чисто мнимых 
проводимостей определялись по уравнению (3) комбинированным методом, вклю­
чающим метод хорд и метод половинного деления отрезка. Точки, лежащие на оси 
абсцисс, соответствуют Рол—0, причем значениям (Зо?—О соответствуют хорошо из­
вестные собственные значения и собственные частоты колебании в цилиндрическом 
объеме с абсолютно жесткой стенкой. В случае 0oj<O собственные частоты увеличи­
ваются по сравнению со случаем абсолютно жесткой стенки, а при j3oj>0 -  уменьша­
ются. При предельно больших значениях активной составляющей проводимости ин­
тегральные кривые, соответствующие разным значениям мнимой части проводимости, 
стремятся к общему пределу, определяемому особыми точками функции 0(A), кото 
рые совпадают с корнями Бесселевых функций. Зависимость коэффициента затуха­
ния от активной составляющей проводимости при постоянном значении реактивной 
составляющей имеет максимум. В случае 0,=О максимальное затухание первой тан­
генциальной моды колебаний достигается при 0л=О,92, второй и третьей тангенци­
альных мод -  при 0«=0,96. При больших значениях реактивной проводимости макси­
мум затухания сдвигается к значениям 0л, достигающим 5-10.

Во многих практически важных случаях, например при демпфировании вибра­
ционного горения, нужно в некотором диапазоне частот обеспечить возможно боль­
шее затухание наиболее медленно затухающих колебаний. Эти требования выпол­
няются при выборе проводимостей, соответствующих изображениям точек ветвления 
функции 0(A), которые являются решением системы, состоящей из уравнения (3) 
и уравнения, определяющего потерю регулярности функции А(0). Для чисто попе­
речных колебаний это уравнение имеет вид m2+Am|*2(0o2— 1)+/Р<АПч»=0. Некоторые 
решения этой системы, найденные подбором, таковы: для т = 0: (3=0,9279-0,0906/. 
А=3,3917+2,4317/, [3=0,9705-0,0603/, А=6,6949+3,0179/; для т = 1: 0=0,944-0,0601, А -  
=4,7405+2,7867/, 0=0,9729-0,0475/, А,=8,1266+3,2298/.

Образом мнимой оси в плоскости 0 является действительная ось в плоскости А, 
поэтому, пользуясь принципом симметрии Римана -  Шварца, полученные результаты 
легко обобщить на случай отрицательной активной проводимости. Можно утверждать, 
что симметрия А(0) относительно мнимой оси приводит к симметрии относительно 
действительной оси, т. е. к изменению знака б. Полученные результаты полностью 
сохраняются, если под 0л понимать абсолютную величину отрицательной проводи­
мости, а под б -  величину коэффициента возрастания колебаний.

В заключение автор выражает благодарность Т. И. Огурцовой за помощь в ра­
боте и проведение расчетов.
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О ВИБРАЦИИ ТРУБОПРОВОДА ПРИ ТУРБУЛЕНТНОМ ТЕЧЕНИИ
ЖИДКОСТИ

Т к а ч е н к о  В. Г,

Как известно [1], основным источником вибрации и шума в замкнутых гидрав­
лических контурах являются насосы и устройства со значительным местным сопро­
тивлением (запорные вентили, дроссельные клапаны и др.). При изменении темпе­
ратуры рабочей жидкости (воды) изменяются ее теплофизические свойства, в пер­
вую очередь вязкость. Влияние вязкости на интенсивность вибрации трубопровода, 
возбуждаемого турбулентным течением, по-видимому, впервые было рассмотрено 
в работе [2J, где показано, что для случая, когда вибрация обтекаемой поверхности 
возбуждается гидродинамическими источниками (пульсациями касательных сил), 
увеличение вязкости существенно гасит вибрацию. В замкнутом гидравлическом 
контуре основными источниками вибрации являются пульсации ноля скоростей и 
статических давлений, вызванные периодической не стационары остью кромочного сле­
да за рабочими лопатками колеса в улитке насоса.

179


