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Рассматривается возможность использовании метода частичных об­
ластей применительно к задачам излучения (рассеянии) волн объекта­
ми, форма которых описывается частями координатных поверхностей, 
принадлежащих разным координатным системам.

Метод частичных областей нашел широкое применение при изучении 
проблем, связанных с излучением и рассеянием волн различной природы 
[1—3]. Однако следует сказать, что основные результаты, достигнутые 
с помощью этого метода, относятся к тем случаям, когда поверхности 
излучателя (рассеивателя) и границы между частичными областями сов­
падают с частями координатных поверхностей одной системы координат. 
Это ограничение существенно сужает класс задач, которые могут быть 
рассмотрены в рамках метода час­
тичных областей. Вместе с тем важ­
но подчеркнуть, что по самому су­
ществу метода указанное ограниче­
ние не является необходимым и если 
от него отказаться, то возможности 
метода существенно возрастают.
Цель настоящей работы — показать 
возможность эффективного исполь­
зования метода частичных областей 
для нового класса задач, когда ука­
занные выше требования относитель­
но поверхностей излучающих (рас­
сеивающих) объектов и границ час­
тичных областей не выполняются.

В качестве первой задачи, рас­
смотрение которой должно иллюст­
рировать основную идею работы, 
примем уже ставшую классической 
задачу об излучении звука цилиндром конечной высоты [2,4,5] (см. 
фиг. 1). С целью конкретизации задачи выбираем следующие граничные 
условия:

V=Vo f(z), R=Ii0, \z\<h,  / ( Z) = / ( - Z), (1)

- 4 i  =  0, z= ±h, O ^ R ^ R 0, (2)
dz

где V, Ф — нормальная составляющая колебательной скорости и потен­
циал скорости звукового ноля, Vo, f(z)  — амплитуда и функция распре­
деления скорости по высоте цилиндра.

В рамках метода частичных областей основным моментом при реше­
нии задачи каждый раз выступает вопрос о разбиении всей области су­
ществования ноля на подобласти и построении в каждой из них полного 
решения уравнения Гельмгольца. Полнота решения понимается в том 
смысле, что используемое выражение для потенциала скорости заведомо 
обладает возможностью удовлетворить необходимым граничным условиям 
и условиям сопряжения полей на границах подобластей.

Фиг. 1. Цилиндрический излучатель ко­
нечной высоты: а — частичные области 
при использовании только цилиндриче-. 
ской системы координат, б -  частичные 
области при использовании цилиндри­
ческой и сферической систем координат
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Учитывая высказанные соображения, можно сравнительно просто осу­
ществить первый этап решения задачи об излучении цилиндра, рассмат­
ривая ее в цилиндрической системе координат (более подробно см. [2, 4 ]). 
При этом выделяются следующие подобласти (фиг. 1, а): 1 — Я > Я 0, 
II — z^*h, 0< R < R 0, III — z ^ —h, О^Я^Яо, в каждой из которых потенциал 
скорости представим в виде интеграла Фурье:

оо

Ф1 = — J А (а) я г  (&4Я) cos az da, (3)
я  о

оо

Ф2 =  — j  5 (p )/o (A 2/?)co s (4)
«  о

ОО

Фз =  —  f  O (6 )/0(A;sfi)cos6zd6, (5)
П о

где/с1=(/с2- а 2) ,/1, (**— А3=  (/с2—б2)v% /с=2я/Я.
Содержащиеся в выражениях (3), (4) неизвестные плотности Л (сс), 

Я(Р) и D (6) определяются из весьма сложной для исследования и фак­
тического решения системы сингулярных интегральных уравнений (2, 4]. 
Именно эти трудности и являются одной из причин того, что сегодня име­
ется сравнительно мало количественных данных о характеристиках поля, 
излучаемого конечным цилиндром.

К построению решения рассматриваемой задачи в рамках метода час­
тичных областей можно подойти и другим образом. Покажем эту возмож­
ность. Введем сферическую (г, 0) и цилиндрическую (Я, z) координат­
ные системы с общим центром 0 и разобьем всю область существования 
звукового поля на следующие три подобласти (см. фиг. 1, б):

I — г=го, О ^0<я,
II — Г = г 0,  Оо<0<Я—00, Я = Я 0, |z |<A ,

III — г=г0, О^0<0о, 0<Я <Я о, z=h,
IV — г=г0, я —0о< 0 < я ,  0 < Я < Я 0, z = —h.

В отличие от рассмотренного выше способа разбиения на подобласти 
теперь подобласть I имеет в качестве границы сферу радиуса г0, а подоб­
ласти II, III, и IV ограничены частями координатных поверхностей ци­
линдрической и сферической систем координат. Тем не менее этот факт 
не является препятствием для построения полного решения уравнения 
Гельмгольца в каждой из этих подобластей. Действительно, потенциалы 
скоростей можно принять в виде

А Х ' '  (kr)Pn(cos0), (6)

(7)

Ф а =  Х / У о  (6,7?) е>^ + Х л ч  (kr)Pm% (cos 0 ) ,

со со

Ф4 =  X  V o  (б6й) e-,7‘sz +  X  V - T ( к г ) Л» (cos 0) ,

где-/с,= (Zc2—а ,2)7',

; < а?’К0 (kqR ) ; k< aq.,

(8)

(9)
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Am v (cos 0) = P m v (cos 0) +DvQmy (cos 0 ) ,

aq — корни уравнения (d/dz) cos ccgz=0, z= hy mv и Dv определяются из 
системы

(cos0)=O,

—  A L v  ( c o s  0 )  = 0 ,  0 = я - 0 о,
(70

/ср=  (/с2—бР2) '\  бр — корпи уравнения / 0' (бр/?)=0, Я = Д 0; mt — корни урав­
нения Рп,х' (cos 0) =0, 0=0о, кг= (к 2—б*2)7’, 6$ — корни уравнения У0' (б6Д) =  
=0, Д =Д 0, ттгт — корни уравнения Рту' (cos0)=O, 0 = л —0о; везде штрих 
при функциях обозначает первую производную по полному аргументу.

Рассмотрим, например, выражение для Фг- Первый из рядов удовлет­
воряет почленно уравнению Гельмгольца в цилиндрической системе коор­
динат и за счет надлежащего выбора значений комплексных коэффициен­
тов Вя позволяет выполнить условия (1) на боковой поверхности цилпнд- 
ра. Второй ряд удовлетворяет уравнению Гельмгольца в сферической си­
стеме координат и позволяет выполпить условия сопряжения полей на 
сферической поверхности>=г0, 0 о ^ 0 ^ я —0О. Выражение для потенциала 
скорости Ф3 также состоит из двух рядов, первый из которых позволяет 
выполнить граничное условие (2) на верхнем торце цилиндра, а второй 
ряд — удовлетворить условиям сопряжения полей на сферической поверх­
ности г=г0, О<О^0о. Ряды в выражении для Ф4 позволяют удовлетворить 
аналогичным условиям на нижнем торце цилиндра. Именно в силу ука­
занного представления полей в подобластях, можно считать, что построено 
полное решение задачи об излучении звука конечным цилиндром.

Проделанные выкладки и анализ полностью проясняют принцип, на 
котором базируется возможность расширения области применения метода 
частичных областей. Дальнейшее изложение посвящено тому, чтобы пока­
зать практическую возможность определения коэффициентов рядов в вы­
ражениях (6) —(9). С целью сделать последующие выкладки менее гро­
моздкими несколько упростим постановку задачи, сохранив однако все ее 
существенные особенности.

Прежде всего будем считать, что торцы цилиндра не плоские, а имеют 
сферическую форму, так что вписываются в сферу радиуса г=г0. Тем са­
мым необходимость в третьей и четвертой подобластях (и выражениях
(8) и (9)) отпадает. Здесь уместно заметить, что для относительно длин­
ных цилиндров величина (r0—h) (которой можно характеризовать отли­
чие сферических торцов от плоских) будет невелика и принятое упроще­
ние формы можно считать оправданным. Если считать при этом, что такие 
торцы остаются акустически жесткими, т. е. выполняются условия

<9Ф/дг=0, г=г0, (К 0<О о, я -0 о < 6 < л , (10)
то с учетом симметрии задачи относительно плоскости z= 0 нетрудно 
сформулировать следующую систему функциональных уравнений:

Э Ф Д
дг

О,
дФ2

о < о < 0 „ ,
0о <  0 <  я/2,

Ф , = Ф 2,  0 о̂ О < я / 2 ,  г = г 0,

- З Ф 2/ д Я = У 0/ ( * ) ,  Л = Д о , 0  < z < h .

Выполнив хорошо известным способом [1—3] алгебраизацию функ­
циональной системы (11), получим бесконечную систему алгебраических 
уравнений относительно неизвестных коэффициентов /1„, Bq и Cv:



сх> со

к А Х 1) (кго) Nun  — Bq [kqNnq nq\ к  ^  C^lmv (^ r o) ^
q  V nv — о.

СО СО

Cvimv(kr0) /Vvv -  (ftrp) /Vnv +  ^ B ?/Vv9 = 0 , (1 2 )

n
CO

kqBqMQl) (kq Д0) /Vgg +  ^  | C V [/ci?0/VVg   A V<?] '  F 0A g,
v

о • 0

Nnn =  I  [P„(cos0)]2d(cos0); Nyy =  J  [ATOv(cos0 )]zd(cos6),C O S  0 O
я /2

Nnq =  — |  Pn(cosO)Mo{1)( ^ rosin0)cos(agrocos0)sin29d0,

Я / 2

IVnq =  — I  Pn (cos 0) Af J4) (fegr0 sin 0) sin (aqr0 cos 0) cos 0 sin 0 d0,

N.n v |  AJn (cos 0)P„(cos 0)d(cos 0), aq=qn/h,
cos

П /2

JVv? =  — |  M(0n (kqr0 sin 0) cos (a4r0 cos 0) Am (cos 0) sin 0 d0,

N,N =  j  cos2 a  ,z dz, IV, =  J/(z) cos a,z dz,

iVv? =  J  Amv (arctg i?„/z) ^ ° 2S|”ẑ imv ( k W +я1) dz,

ft

N vq - Ы
arctg P o U c o s a gz . y pT 7 " \ (  4 До\л) ■ , o ' (/сУй0 +z2) sin l arctg —  )dz.z 1 Rc?-rzL % x z 1

С целью иллюстрации эффективности развиваемого подхода нами было 
проведено численпое решение системы (12) методом редукции в диапа­
зоне волновых размеров 2Д0А ^1 ,2  при отношении fe/7?0=l,R7 и распре­
делении скорости Vof (z) =  1. При этом количество комплексных неизвест­
ных, удерживаемых в конечной системе, составляло 23, в том числе: п=  
=0, 2, 4 . . .  12; q=0, 1, 2 . . .  10; v = l, 2 . . .  5. На основании выполненно­
го решения были рассчитаны характеристики поля конечного цилиндра. 
Естественно, что в первую очередь представляла интерес степень выпол­
нения граничных условий на поверхностях цилиндра и условий сопряже­
ния составляющих звукового поля на границе подобластей. На фиг. 2 для 
отношения 2Д<Д=0,7 приведены значения потенциала скорости и его 
первой производной по координате г на поверхности г=г„. Как следует из 
этих данных, «стыковка» полей па границе подобластей достаточно удов­
летворительная, за исключением небольшой зоны углов 0, непосредствен­
но прилежащих к 0=30°, где невязка по |Ф | и |Ф '| может достигать 30— 
50% (при этом невязка по фазе этих величии остается весьма малой). 
Заметим, что угол 0=0о=ЗО° соответствует месту расположения кольце­
вого ребра и получение более точных оценок поля в его окрестности тре-
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Фиг. 2. Составляющие ноля на поверхности г=г0; а — потенциал скорости; 
1, 2 — модуль <Di и Ф2, 3, 4 — фаза <I>i и Ф2, б — первая производная потен­
циала скорости по координате г; 7, 2 — модуль Ф / и Ф2', Зу 4 -  фаза Ф/

и Ф2'

бует применения специальных приемов, которые подробно изложены в ра­
ботах [1—3].

Обращает на себя внимание также удовлетворительное выполнение 
принятого условия об акустической жесткости торцов цилиндра. Как вид­
но, в зоне углов 0^30° значение |Ф '| близко к нулю. Что касается сте­
пени удовлетворения условия (1), то расчеты дают следующие значения 
невязки на участке 0<z<h:  по модулю колебательной скорости менее 5%, 
а по фазе менее 1,3°.

В дополнение к выполненному количественному анализу целесообраз­
но привести также некоторые характеристики дальнего и ближнего звуко­
вых полей конечного цилиндра (см. фиг. 3 ,4), которые могут представ­
лять интерес для практики.

Рассмотрим еще один пример — излучение звука круглым диском, 
вставленным в сферический экран (см. фиг. 5). Очевидно, что поверхность 
диска не может быть описана частью какой-либо из координатных по­
верхностей сферической системы координат и в то же время легко описы­
вается частью координатной поверхности, принадлежащей цилиндриче­
ской системе координат. В связи с этим введем сферическую (г, 0) и ци­
линдрическую (Я, z) системы координат с общим центром 0 и для кон­
кретизации задачи примем следующие граничные условия:

-дФ1дг=У0{{П), z= h , 0 < Я < Я 0, (13)

—дФ/дг=0, г=г0, 0о< 0 ^ л . (14)

Всю область существования поля разобьем на две подобласти: I — 
г^ г0, II — г=г0, О<0<0о, О ^Я ^Я 0, z=h. Учитывая такое разбиение, по­
тенциалы скоростей в подобластях представим в форме

со

ф, =  (kr)Pn (cos 6), (15)
V

оо оо ^

ф2 =  <cose)+ 'X , C M * .R )e ™ '-h\  (16)
V  т

где mv — корни уравпепия {д/д cos 0)P™v(cos 0) =0, 0=0О, кх= (к 2—а хг) ,,\  
ах — корни уравнения {d/dR)J0(axR) =0, Я = Я 0.

Особенность заключается в представлении ноля Ф2, где первый ряд 
позволяет выполнить условия сопряжения полей на сферической поверх­
ности 7“ /о, О <0^0о, а второй ряд — граничное условие (13) на поверх­
ности диска.
2 Акустический журнал. Л? 1



Ф иг. 3. Н орм ированны й им педанс  
и зл уч ен и я: 1 ,  2  — активная и  р е­
активная составляю щ ие и м п едан ­

са

Ф иг. 4. О тносительны й уровень  
п отен ц и ал а  скорости  о в направ­
лен и и  оси  z  { 1 )  и коэф ф ициент  

к он центрации  ( 2 )

Ф иг. 5 . К руглы й диск  1  в сф ер и ­
ческом  экране 2

Опуская промежуточные выкладки, сразу выпишем бесконечную си­
стему линейных алгебраических уравнений, к которой приводится рас­
сматриваемая задача:

оо сю

А Х (kr0)Nnn ~ Х  в Х у (krt) N „ + - l r 'E jC x[axNnx- } k tN „ ] =  О,
.. /с

(*r0)iV„v - X  CXN„=Q, (17)
п  т

оо

/ / с А Л ^ + Х ^ Л ^ У Д , ,
V

сое 00

iVvv=  |  [Pmv (cos0) ]2d(cOS 9),
i

COS 9 0

iVnv=  j  Гщv (cos 0)P„ (cos 0) d (cos 0),
I

j  P„,v (cos 0)/o(cc,r„ sin 0)eiMr»cos е-л> sin 0 d0 
0

-1

Nnn =  j  [Pn(cos0)]2d(cos0), 
1

iVt = J  f ( R ) J 0( a xR ) R d R ,
0

.



Ф и г. 6. С о с т а в л я ю щ и е  п о л я  н а  п о в е р х н о с ти  г = г о : а  — п о т е н ц и а л  ск о р о ­
с т и ; 1 ,2  -  м о д у л ь  Ф ( и  Ф2, 3, 4  — ф а з а  Ф\ и  Фа, б  -  п е р в а я  п р о и зв о д н а я  
п о т е н ц и а л а  ск о р о с ти  по  к о о р д и н а т е  г, 1,2  — м о д у л ь  Ф /  и  Ф2',  3, 4  -  ф а за

Фг и  Ф2'

Nnx =  —|  Рп(cos G )/i(aTr0 sin 0)е;Мг*cos Q~h) sin2 0 d0,
0

Oo

Nnx =  —f /J„(cos0)/o(aT/’osin 0 )^ ftT(r9COS 0_Л) cos0sin0d0,
о
Ro

N„ - k (/сГД2+Л2)
kh

У/?2+ Л 2 (Pm I cos arctg j  +

+imv (AVi?2+A2)P mv( cos arctg —  )sin( arctg — )-

A 
R2

R2+hz
dR.

Как и в предыдущем примере, проиллюстрируем степень выполнения 
граничных условий и условий сопряжения нолей на границе частичных 
областей. Численные расчеты были выполнены при следующих парамет­
рах: Ат0=2,6, 0о=л/2, F0/( /? )= l. Количество комплексных неизвестных, 
удерживаемых в системе (17), составляло 20, в том числе п = 0, 1, 2 . . .  9, 
v = l, 2 . . .  5, т=1, 2 . . .  5. На фиг. 6 приведены значения модулей и фаз 
потенциалов скоростей Ф, и Ф2 и их производных на поверхности г=г0. 
Здесь, как и в случае конечного цилиндра, невязка указанных величин 
достаточно мала за исключением небольших зоп в окрестности угла 0О, 
где имеется кольцевое ребро. Проверка условия (13) показала, что точ­
ность его выполнения еще выше, чем условий сопряжения, и отличие 
в значениях скоростей на поверхности диска по амплитуде и фазе не пре­
вышает 0,3% и 1° соответствеппо.

Представлялось интересным сравнить полученные результаты и дан­
ные для такого же излучателя, приведенные в работе [5] и рассчитанные 
методом наименьших квадратов. Как следует из графиков, приведенных 
на фиг. 7, диаграммы направленности, полученные двумя методами с гра­
фической точностью, совпадают. К сожалению, в [5] не приведены све­
дения о порядке алгебраической системы, на основе которой проведены 
расчеты этой диаграммы направленности, что не позволило провести 
сравнительную оценку эффективности рассматриваемого подхода и под­
хода, изложенного в работе [5].

В заключение сравним импедаисы излучения круглого поршня, разме­
щенного в конечном полусферическом жестком экране, и такого же

Ш  2 *  3 5



Фиг. 7 Фиг. 8
Фиг. 7. Диаграмма направленности для А7?0=2,6: 0о=6О°, /(7?)=const, 7, 2  — расчет 

по предлагаемой методике и по методике работы [5] соответственно
Фиг. 8. Активная (7, 2) и реактивная (8, 4) составляющие импеданса излучения 
поршня: 7, 3 — поршень в сферическом экране, 2 , 4 — поршень в бесконечном плос­

ком экране

поршня в бесконечном плоском экране [6]. На фиг. 8 приведены данные, 
из которых видно, насколько поршень в полусферическом экране нагру­
жается средой хуже, чем в плоском экране, что является «платой» за ко­
нечные размеры экрана.
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