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ЗВУКОВОЕ ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО ИСТОЧНИКА ВБЛИЗИ 
ЖЕСТКОЙ ПЛОСКОСТИ В ВЯЗКОЙ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

. М у р г а  В .  А.

Теоретически решена задача о звуковом поле точечного источника в 
вязкой сжимаемой жидкости вблизи жесткой плоскости (в потенциаль­
ной области) при выполнении условия прилипания на плоскости.

Решена задача о поле точечного источника звука в вязкой сжимаемой 
жидкости вблизи бесконечной жесткой плоскости (в потепциальной обла­
сти) при выполнении условия прилипания (вектор скорости частиц жид­
кости .на плоскости обращается в нуль). Показано, что ноле в этих усло­
виях обладает сложной структурой сравнительно со случаем идеальной 
жидкости. В частности, должна существовать цилиндрическая (неодно­
родная) волна, распространяющаяся вдоль плоскости; таким образом, 
часть звуковой энергии, излучаемой источником, распространяется вбли­
зи плоскости, как в волноводе, не рассеиваясь.

Поле (потенциала), излучаемое точечным источником, описывается 
выражением

(po=eihr/r ( 1)
с единичным коэффициентом, обеспечивающим нужную размерность; г — 
расстояние от источника, k= kQ+i*i, /с0=со/с, о  —угловая частота колеба­
ний, с — скорость звука, ^ — коэффициент поглощения звука в свободном 
пространстве. Для простоты здесь не учитывается теплопроводность сре­
ды (и вторая вязкость), поэтому [1]

где v — коэффициент кинематической вязкости среды. Поле, «отражен­
ное» от плоскости, в потенциальной области (вне акустического погранич­
ного слоя толщиной ~ (v /o )v\  примыкающего к плоскости) дается выра­
жением [2]

Ф =  4 - 1 е,',‘<г+,|/ / |)<1) (у.R) Vx dx/\i,
— со

где z  и R — цилиндрические координаты ( z ^ O ) , ось z перпендикулярна 
жесткой плоскости, совпадающей с геометрической плоскостью z = О, 
источник находится на оси z на расстоянии I от плоскости; р=(/с2—х2)7’, 
V — коэффициент отражения (для плоских волн). При переходе от отри­
цательных к положительным вещественным значениям х точку х = 0  сле­
дует обходить сверху (в плоскости комплексного переменного х). Чтобы 
разложение по цилиндрическим волнам (3) имело физический смысл, не­
обходимо, чтобы мнимая часть ц была положительной при всех (веще­
ственных) значепиях х. Это условие, очевидно, выполняется, если выбрать 
ту ветвь двузначной функции ц(х) (в плоскости комплексного перемен­
ного х), у которой мнимая часть положительна на отрезке вещественной 
оси — cd/c< x^ g)/c, и если провести разрезы из точек ветвления /с=х и 
х = —А: параллельно мнимой оси вверх и вниз соответственно. Выбранная 
ветвь функции ц(х) соответствует верхнему риманову листу.

Для рассматриваемого здесь случая вязкой сжимаемой жидкости при 
выполнении условия прилипания на плоскости выражение для коэффи-
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циента отражения применительно к падающим плоским волнам (в том 
числе и неоднородным) типа exp [i(xfi—jiz ) ]  имеет вид [3]

V =
\х—к 2У ч /ш [ 1 + О ( ч /к 0) ]

H + x 2f  v/ ш  [ 1 + 0  (ч/&о) ]

(вещественная часть от (v/ш ) ’/г положительна).
Деформируем исходный контур интегрирования, оттянув его вверх на 

бесконечность. Можно показать, что интеграл по бесконечно удаленной 
части контура обращается в нуль. При выполнении условия /с0й >  1 при 
интегрировании можно ограничиться малыми (по сравнению с к) значе­
ниями величины (х—к). Используя это условие, а также условие *{lk0<  1,

упрощаем подынтегральное выражение в 
(3), так что в первом приближении ин­
теграл по контуру вблизи разреза записы- 

if вается в виде

х I ( lx-kQ4 v / m ) e ^ z+'
|л(|Л+/с02̂ /гоэ)

) +  ix«

<ix,

J

Контур интегрирования (по верх­
нему риманову листу): 1 -  хо,

2 — к=ко-\-г{, 3 — Re к, 4 — х

(4)
причем в данном приближении ц= 
=>[2к0(к—х ) ]1,2.

Подынтегральная функция в (4) имеет 
полюс (первого порядка) в точке

х0—k+ik03v/2(о. (5)

Отметим, что второе слагаемое в правой части (5) суть величина того же 
порядка, что и коэффициент поглощения ч, являющийся мнимой частью 
волнового числа к.

Таким образом, в первом приближении полюс находится на линии 
разреза (см. фигуру). В силу сделанного выбора ветви функции ц(х) 
знаменатель подынтегрального выражения в (4) обращается в нуль при 
подходе к полюсу справа от разреза; это означает, что полюс находится 
на правом верхнем берегу разреза либо, что то же самое, на нижнем ле­
вом берегу. Контур интегрирования (но верхнему риманову листу) изо­
бражен на фигуре. Малая полуокружность позволяет обойти особенность 
на правом берегу разреза. Интегрирование по малой полуокружности 
Гири устремлении ее радиуса к нулю) дает

ф!=г(2 v /c0,4k  

сой
I exp[in0R+i[Xo(z+l) ],

щ>= (* а- х  о2) ',2= к 02 (v/2© ) * ( i - 1).
(6)

Формулы (6) описывают цилиндрическую (неоднородную) волну, рас­
пространяющуюся вблизи плоскости, с амплитудой

и с коэффициентом затухания Im x0=T+/co'V2(o== —  AyVo). По мере
6

удаления источника от плоскости (I растет) амплитуда волны уменьша­
ется, при (o)/v)1/2/^o2 волна отсутствует. Поэтому область шириной /г~ 
~ ( g)/v) Vi/&o27 примыкающая к плоскости, играет в определенном смысле 
роль волновода. А именпо, часть звуковой энергии, излучаемой источни­
ком, находящимся в этой области распространяется вдоль плоскости, как 
в волноводе, не удаляясь от плоскости. Можно видеть, что это прибли­
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зительно та часть энергии, которая излучается источником в интервале 
углов скольжения от нуля до ~ A 0(v/ g) ) 73. В самом деле, поток энергии 
через поперечное сечение «волновода» по порядку величины пропорцио­
нален |A \ l -h=\A |2(co/v)vV&o2~&o(v/co)l/2, как это следует из (7). С другой 
стороны, поток энергии от точечного источника (1) внутри указанного 
интервала углов также пропорционален величине /t*0(v/co) 3.

С физической точки зрения существование волны (5) связано с влия­
нием акустического пограничного слоя на потенциальную область. Нали­
чие акустического пограничного слоя всегда приводит к возникновению 
поперечной компоненты скорости частиц жидкости (не только в области 
акустического слоя, но и в потенциальной области); отсюда ясно, что 
вдоль плоскости не может распространяться звуковая волна с произволь­
но малым поперечным волновым числом кг (меньшим, чем р0). Например, 
в вязкой жидкости не может существовать плоская звуковая волна с 
фронтом, перпендикулярным плоской поверхности (/с2= 0); наличие такой 
волны с необходимостью означало бы равенство нулю поперечной компо­
ненты скорости частиц среды, что несовместимо, как уже говорилось, 
с существованием акустического пограничного слоя. Если в вязкой жид- 
кости источник излучает «набор» цилиндрических волы с различными 
значениями /с2, то из тех волн, у которых |/с2| < | ц 0|, формируется, как 
оказывается, одна цилиндрическая волна с &г= ц 0.

Для вычисления интеграла (4) по остальной части деформированного 
контура полагаем

M z + 0 < (W ? )V2- (8)
Используя условие (8), заменяем в (4) exp [Zp(z+Z)] выражением 1+ 
+Zp(z+Z); здесь малая добавка к единице сохранена для уточнения зави­
симости решения от z. После преобразований интеграл (4) по обоим бе­
регам разреза записывается в виде

со

где использованы следующие обозначения: x=/H-Zs (б* — вещественио), 
£ 2=26*G)//e03v , a 2= / i ’03v /? /2 o ) . Интеграл (9) понимается в смысле главного 
значения, поскольку исключен участок интегрирования внутри малой по­
луокружности, охватывающей полюс (в точке g = l ) .  Вычисляя (9) и 
объединяя результат с полученным выше результатом (6), получаем 
окончательно выражение, описывающее все «отраженное» поле точечного 
источника вблизи жесткой плоскости в потенциальной области

с оД ) exp[i%0fl-Hp0(z-W) ]ХФ=  —  exp [//ctf+2£|Xo (z+Z) ]

а

х (  гУл — 2 J  ви) л .  (10)
О

Переход к случаю идеальной жидкости осуществляется, если в 
положить v = 0; в этом случае

ф - е ’̂ /Д,

( 10)

(И )
как и должно быть, поскольку в приближении (8) зависимость от (z+Z) 
для «идеальной» сферической волны должна быть квадратичной; мы же 
ограничивались в разложении по (z+Z) линейным членом (см. (9)). 
Сравнение (11) с первым слагаемым в (10) показывает, что влияние вяз­
кости сказывается в некотором искажении фронта отраженной сфериче­
ской волны. Второе слагаемое в (10) описывает цилиндрическую волну, 
о которой говорилось выше. Третье слагаемое описывает поле сложной 
структуры, оно (слагаемое) мало по сравнению с первыми двумя на не 
очень больших расстояниях от источника, когда а= (AyVff/2ci>),/2< l  (при
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этом, конечно, А:0# >  1); с ростом R это слагаемое увеличивается. На боль­
ших расстояниях от источника (а~  1) все три слагаемых в (10) являются 
величинами одного порядка; в этом случае начинает уже сказываться 
затухание звука из-за поглощения в свободном пространстве. На очень 
больших расстояниях (а> 1) вторым слагаемым в (10) можно пренебречь. 
Поскольку в этом случае

о

то из (10) получаем, разлагая экспоненту по степеням p0(z+Z) с той же 
точностью, что и выше (см. (9)),  ср=—exp (ikR)/R. Этот результат ана­
логичен результату, полученному в [3] для углов скольжения, стремя­
щихся к нулю; в этом случае по [3] коэффициент отражения стремится 
к —1.

Из сказанного следует, что заметный вклад от цилиндрической волны 
в иоле имеет место лишь на таких расстояниях, когда R~u>/k0?v. На мень­
ших расстояниях вклад от нее мал по сравнению с вкладом от падающей 
или отраженной сферических волн. На больших расстояниях (/?»(o/Ar03v) 
падающая и отраженная сферические волны с увеличением R  стремятся 
скомпенсировать друг друга, однако цилиндрическая волна при этом за­
тухает еще быстрее вследствие экспоненциального характера затухания 
с расстоянием и поэтому и здесь не дает ощутимого вклада в результирую­
щее поле. Экспериментальное обнаружение цилиндрической волны как 
отдельной компоненты ноля в данной постановке (точечный источник 
вблизи плоскости) вряд ли возможно.

В заключение отметим, что точное вычисление интеграла (3) должно 
привести к относительным поправкам — (/c0i?)—1 и ~ч/к0 к приближенно­
му решению (10); это следует из общих положений теории возмущений 
применительно к данному случаю. Непосредственно убедиться в этом 
можно следующим образом. Полюс подынтегральной функции (3) при 
более точном вычислении оказывается сдвинутым (влево) на величину 
~Т(ч/*о) по сравнению с его положением в первом приближении (5); т. е. 
полюс расположен (на нижнем римаповом листе) на малом по сравнению 
с 7 расстоянии от линии разреза. Если выбрать радиус малой полуокруж­
ности на контуре интегрирования (см. фигуру) равным по порядку ве­
личины ~*f, то, как легко видеть, подынтегральная функция (3) всюду на 
контуре будет отличаться от подынтегральной функции первого прибли­
жения (4) на относительные величины ~^//с0, — (&<,/?)_1. При интегриро­
вании по контуру отличие точного результата от результата первого при­
ближения (10) будет характеризоваться этими же величинами.
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