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Рассмотрены переходные процессы, возникающие при возбуждении 
электрическим импульсом радиально-поляризованного цилиндрического 
вибратора. окруженного и заполненного жидкостями.

В последнее время полнился ряд работ, и которых решались «скноз- 
ные» задачи отыскания параметров звуковых нолей, создаваемых в жид­
ких средах пьезоэлектрическими вибраторами при возбуждении их перио­
дическим во времени электрическим сигналом [1] .  Особый интерес для 
практики представляет разработка методов решения таких же задач мри 
условии нестационарного электрического нагружения пьезокерамических 
вибраторов. Этот интерес обусловлен широким применением импульсных 
сигналов при решении различных задач гидроакустики. Однако решение 
таких «сквозных» задач сдерживается отсутствием методов, позволяю­
щих получить в конечном счете конкретные количественные результаты. 
Рассмотрим один из возможных путей решения «сквозной» задачи опре­
деления акустических и механических полей, возникающих в жидкости 
и материале вибратора при импульсном электрическом нагружении, при­
менительно к пьезокерамическому вибратору в виде бесконечно длинной 
цилиндрической радиально-ноляризоваииой оболочки. Оболочка погруже­
на в безграничный объем жидкости, при описании волнового движения 
которой принимается модель акустического приближения. Для цилиндри­
ческой оболочки предполагается оправданным использование уравнений 
прикладной теории [2], основанной на гипотезах Кирхгофа — Лява. Рас­
сеивание упругой энергии в пьезокерамике учитывается в соответствии с 
реологической моделью Фойгта [3]. С учетом изложенных допущений ис­
ходная система уравнений включает уравнение движения оболочки
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и волновые уравнения для потенциалов скорости жидкости, находящихся 
вне ( i =1 )  и внутри (1=2) оболочки:
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где W, /?, h — соответственно прогиб, радиус и толщина оболочки; с, у — 
скорость звука в материале оболочки и ее плотность; Q — добротность; 
Си, d3з, ,̂з —модуль упругости п пьезомодули керамики; Ph ф, — давле­
ния и потенциалы акустических сред; G(t) — функция, определяющая 
конфигурацию подводимого к пьезокерамической оболочке электрического 
сигнала; H(t) — единичная функция Хевисайда; г —радиальная коорди­
ната; t — время; С{ — скорость звука в акустических средах; р, — плот­
ность. На граничной поверхности (r=R) принимается условие безотрыв-
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Начальные условия задачи являются однородными:

(3 )

(4)
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Исходные уравнения записаны в безразмерных обозначениях, согласно 
которым W и г отнесены к радиусу оболочки R; t  — к П/с 1\, Р 2 — к 'ус2. 
При решении задачи применяется интегральное преобразование Лапласа 
по времени. 13 пространстве изображений общие интегралы трансформи­
рованных волновых уравнений (2) с учетом соотношений (4) выража­
ются через модифицированные функции Бесселя первого и второго родов:

1  1

WiL =  —  AL(s)K0{sair)ex\)(salR) ; w2L =  —  jBb(s)/o(sa2r)exp(—sa2B),
S  S  (6)

где A L(s), BL(s) — произвольные функции параметра преобразования s,
подлежащие определению, индексом L обозначены соответствующие
трансформаторы. Прогиб оболочки определяется после подстановки (б) 
в трансформированное уравнение ( 1 ):
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После подстановки выражений (6 ) и (7) в преобразованные по Лапласу 
граничные условия (3) получим относительно и BL(s) систему
уравнений

A L(s)MllL(s)+BL(s)Ml2r-(s)= —  ̂ ^ r G‘-{s) (£ = 1,2 ) , (8 )
s h W3 3 6 1 ,

где

y¥,,L(s) =  {  [ l  + -^ —- +  -̂ —1  cci-K, (saJi) + Ka(m,R) \exp(saj{) \ 
у 1 sQ s -1 njs >

M,2L(s) =  — 70 (sa2i?)exp(—sa2/?);
h 7 s

M2iL{s) = ^ -  — 7f0(sa17?)exp(sal7f); 
h 7  s

M22L(s) = - {  [ 1 +  ]a,Jt (sa2fl) +  fo(sa.R) }exp (- s a J l ).

В случае решения системы (8) полученные для AL(s) и BL(s) формулы 
являются весьма громоздкими и последующее обращение искомых функ­
ций. описывающих переходной процесс (например, WL(s)), которые вы- 
ражаются через A L(s). BL(s), связано с трудностями принципиального 
характера.

В работе предлагается находить физические величины, предвари­
тельно определив в пространстве оригиналов значения A (t ), B(t).  С этой 
целью, используя теорему о свертке, проведем инверсию системы урав-
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нений (8). В результате задача сводится к решению системы интеграль­
ных уравнений Вольтерра первого рода:
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Интегральные уравнения (9) решались численно (метод квадратурных 
формул) путем замены их эквивалентными линейными алгебраическими 
уравнениями с матрицами треугольного типа. Располагая значениями 
A(l),  B(t),  можно определить величины любых параметров, таких, напри­
мер, как акустические поля в средах 1\(1, г), P2(t, г) где распространя­
ются звуковые импульсы, прогиб W (t) и механические напряжения a(t) 
в пьезокерамической оболочке:

Pi (f, г) = - — J A [ x - a t (r - R ) ] dx
се,rV [!+(*-*) (a.r)-1]*-!

, (Ю)

r \  / л  \  P* f „Г t  n  \ i l - H [ ( t - x ) - 2 a 2 r ]P2{t, r) = ------I B[x—a.(R-r)  ] -------  ■
f .  rox2rV l—[ 1 —(f—z) (a2r)- 1 ]2

dx, (11)
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R
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Фиг. 1. Зависимость от времени акустического давлении Р\ 
на внешне!! поверхности оболочки дли различных значений 
частоты: 1 -  (о=0,95со0; 2-а>=1,8о)о (а -  /*Л_1=0,1; б -  
кЯ~х= 0,04; в -  hR~l= 0,02). Значения Л, нормированы отно­
сительно значении амплитуды Pi в установившемся режиме

при /гЛ“*=0,04 и (о=0,1)5(0о

Хехр [ —  ---- (t—x) dx —  ----------- 1 -  -  J G (г) sin [ V1—0,25(?“2 ( l - x )  ] X
2Q d M l - 0 , 2 5 Q - 2 o

В качестве примера произведем расчет полей, которые возникают в 
среде, окружающей полый пьезокерамический цилиндрический вибратор, 
и в материале вибратора при возбуждении его электрическим импульсом 
длительностью т= 30  с синусоидальным заполнением.

Численные расчеты производились по формулам (10). (12) и (13) для 
полого кругового радиально-поляризованного цилиндра, выполненного из 
пьезокерамики состава ЦТБС-3 [3J и имеющего геометрические размеры 
hR~'= 0,1; 0,04; 0,02. Частота заполнения импульса выбиралась а> =  
=0,9Г)0)„; 1,8<до, где со0 — частота пулевой моды радиальных колебаний ци­
линдра. Амплитуда подводимого к электродам электрического напряже­
ния во всех случаях поддерживалась постоянной. Окружающая цилиндр 
среда характеризовалась параметрами: р ,=1-103 кг/м3; с ,=1500 м/с. Ре-
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Фиг. 2. Зависимость от времени механических напряжений о 
и оболочке для различных значений частот: 1 -  о)=0,95о)о; 
2 -  (.) =  1?8со0 ( a - h R - ' =  ОД; 6 - h R ~ ' = 0,04; e - h R ~ l= 0,02). 
Значения о нормированы относительно значения амплитуды 

а в установившемся режиме при Л/?- ’ =0,04 и со=0,95(Оо

зультаты  расчетов давления Р , ( / )  звукового ноля н а  поверхности ци­
линдрического вибратора и механических напряж ен ий  о(£) ,  возникающ их 
при излучении в пьезокерам ике, приведены на фиг. 1, 2.

П роанализируем  полученные результаты . П реж де всего отметим, что 
начало и окончание прилож ения к электродам пьезовибратора электриче­
ского импульса G ( t )= $ in  <о/ [1 —/ / ( / —т) j сопровож дается (фиг. 1) возник­
новением переходного процесса, длительность которого различна д л я  мо­
ментов вклю чения п вы клю чения прилож енного электрического н ап р яж е­
н и я и зависит от относительной толщ ины /г/?-1 пьезокерамической 
оболочки. С уменьш ением  величины  ft/?-1 длительность переходного про­
цесса такж е сокращ ается. Д л я  сравнительно толстых оболочек (А/?_1=  
—0,1) вклю чение импульсной нагрузки сопровож дается постепенным н а­
растанием амплитуды  звукового давления до установивш ихся значений.

П ри выклю чении импульсного электрического н ап ряж ен и я механиче­
ские колебания цилиндрической оболочки с большим А/?"1 медленно зату­
хаю т, продолж ая возбуж дать в среде звуковое давление, и первом полу- 
периоде близкое по величине к давлению  установивш егося реж има. При 
малых Ай-1 (А/?_1= 0 ,0 2 ) при вклю чении электрического импульса зву­
ковое давление быстро нарастает и даж е превы ш ает в первый период ве­
личину давления в установивш емся реж име.

П ри выклю чении н ап ряж ен и я  давление существенно ум еньш ается уж е

2 1 5



в первый полупериод и тем больше, чем более удалена частота заполнения 
импульса от частоты пульсирующей моды цилиндрической оболочки.

Различие частот заполнения импульса и механического резонанса ци­
линдрической оболочки по-разному сказывается на амплитуде звукового 
давления для оболочек с различной относительной толщиной Ай” 1.

В целом, уменьшение относительной толщины пьезокерамической обо­
лочки при сохранении постоянной амплитуды питающего напряжения 
сопровождается ростом амплитуды давления звукового поля.

Физические причины установленных особенностей звукового ноля, 
формируемого одиночным пьезовибратором в виде цилиндрической обо­
лочки, можно установить, выполняя анализ поля механических напряже­
ний в материале оболочки (фиг. 2). Однако прежде чем производить ана­
лиз графиков фиг. 2, отметим следующее. Как видно из соотношения (13), 
механические напряжения в оболочке представляют собой линейную ком­
бинацию, в которой первый член описывает механические напряжения, 
возникающие в пьезокерамике за счет чисто упругих колебаний оболочки, 
второй член — напряжения, вызванные наличием механических потерь в 
пьезокерамике, и третий член определяет механические напряжения, 
обусловленные связанностью электрических и упругих полей в пьезоке­
рамической цилиндрической оболочке (пьезосвойства материала).

Для достаточно толстых оболочек (АЙ-1= 0,1) вклад третьего члена в 
механические напряжения, возникающие при излучении импульса, незна­
чителен. Механическое напряженное состояние оболочки определяется в 
основном величиной первого члена, которая пропорциональна амплитуде 
колебаний оболочки. Поскольку при увеличении толщины Ай-1 и сохра­
нении неизменным подводимого электрического напряжения к электродам 
оболочек электрическая напряженность поля в материале оболочки умень­
шается, амплитуда колебаний при kli~l= 0,1 оказывается низкой по срав­
нению с другими расчетными величинами даже на частоте нулевой моды 
колебаний оболочки. С уходом от резонансной частоты наблюдается даль­
нейшее снижение амплитуды колебаний, что приводит к соответствующе­
му уменьшению механических напряжений в оболочке.

С уменьшением толщины оболочки (АЛ"1=0,04; 0,02) картина рас­
пределений механических напряжений в оболочке для разных АЛ-1 и со 
существенно изменяется. Это связано с ростом электрической напряжен­
ности в льезокерамике и, как следствие, с возрастанием величины третьего 
члена в формуле (13). Для частот со заполнения импульса, близких к ре­
зонансной частоте со0, из-за достаточно большой амплитуды колебаний 
первый и третий член в формуле (3) по величине соизмеримы. Однако су­
ществующий из-за инерционности гидроупругой системы «цилиндрическая 
оболочка — жидкость» фазовый сдвиг между электрическим возбуждением 
и механическими колебаниями обусловливает нарушение пропорциональ­
ной зависимости между изменениями механических напряжений и тол­
щиной оболочки.

Для частот со заполнения импульса, отличных от со о, основной вкладе 
механические напряжения вносит третий член за счет связанности элек­
трических и упругих полей. В частности, при о>= 1 ,8со0, когда амплитуды 
колебаний малы, уменьшение вдвое толщины Ай"1 ведет к удвоению ве­
личины механических напряжений.

Описанные особенности механических нолей в оболочках характерны 
для временных участков электрического импульса с установившимся ре­
жимом колебаний. Рассмотрим теперь начальные и конечные стадии воз­
действия электрического импульса на пьезокерамическую оболочку. Для 
достаточно толстых оболочек (A/?- 1= 0 ,l)  на частоте 0,95со„ механические 
напряжения с момента включения электрического импульса постепенно 
возрастают до установившейся величины.

При частотах заполнения импульса со, отличных от величины О,95со0 в 
начальный период, амплитуда механических напряжении в оболочке воз­
растает, а затем снижается до установившихся значений. Такая же кар­
тина наблюдается и для сравнительно тонких (Ай_,=0,04) оболочек, но 
уже при любых частотах заполнения импульса. Последнее объясняется
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тем, что механические напряжения в начальной стадии в основном опре­
деляются вкладом третьего члена выражения (13).  С течением времени 
перемещения вырастают до установившегося режима, что приводит к вы­
равниванию вкладов механических напряжений, определяемых первым и 
третьим членами выражения (13). Это должно было бы приводить к даль­
нейшему возрастанию амплитуды механических напряжений, однако из-за 
возникающего при этом сдвига фаз между напряжениями, обусловленны­
ми пьезокерамическим эффектом, и напряжениями, создаваемыми в обо­
лочке чисто упругими колебаниями, амплитуда суммарных механических 
напряжений уменьшается.

После окончания воздействия электрического сигнала на иьезокера- 
мическую оболочку механические напряжения в ней затухают по-разпому. 
Наиболее интенсивно напряжения затухают для частот о), отличных от
0. 90.о0. Это объясняется тем, что па этих частотах вклад в общее механи­
ческое напряженное состояние чисто упругих колебаний незначителен. 
Вклад же механических напряжений, обусловленных пьезосвойствами, 
после прекращения подачи электрического напряжения становится рав­
ным нулю.

При действии электрического сигнала с частотой (о=0,95о>0 амплитуда 
упругих колебаний оболочки существенно больше, чем на других часто­
тах. Поэтому с прекращением подачи электрического напряжения процесс 
затуханий механических напряжений удлиняется.
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