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Найдены величины средних значений и функций взаимных корре­
ляций амплитуд мод в случайно-неоднородном каноническом подводном 
звуковом канале. Цель работы — получение представления о значениях 
указанных величин в типичном океаническом глубоководном волноводе.

В работе [1] был предложен приближенный метод описания флуктуа­
ций амплитуд мод в многомодовом волноводе с крупномасштабными слу­
чайными неоднородностями показателя преломления среды. В этой работе 
изложены лишь основные идеи подхода, представляющего собой модифи­
кацию известного метода плавных возмущений [2, 3]. В настоящей статье 
результаты работы [ 1 1 применены для анализа некоторых статистических 
характеристик звукового поля в конкретном глубоководном океаническом 
волноводе. В качестве такового взят так называемый канонический под­
водный звуковой канал, описанный в работе [4] и широко используемый 
многими авторами для моделирования типичных условий распростране­
ния звука в глубоком море. Предполагается, что флуктуации скорости зву­
ка обусловлены влиянием внутренних волн и описываются спектром Гар- 
ретта-Маика [3—5].

В данной статье приведены результаты расчетов лишь первых двух 
моментов амплитуд мод, хотя используемый подход позволяет получить 
существенно более полное статистическое описание поля. Внимание, уде­
ленное указанным характеристикам амплитуд мод, объясняется тем, что, 
во-первых, их знания достаточно для решения многих прикладных задач. 
Во-вторых, хотя результаты работы [1] получены в предположении о не­
насыщенное™ флуктуаций интенсивности поля, в некоторых случаях вы­
ражения для первых двух моментов амплитуд мод могут оставаться в 
силе и при нарушении этого ограничения. Более точная формулировка и 
доказательство высказанного утверждения выходят за рамки данной ра­
боты. Здесь отметим лишь, что такая же ситуация имеет место и при лу­
чевом описании флуктуаций поля: аналогичные предсказания метода плав­
ных возмущений остаются в силе и при нарушении границ применимости 
метода [2].

Рассмотрим плоскослоистый подводный звуковой капал. Введем декар­
тову систему координат (х , у, z) таким образом, чтобы ось z была направ­
лена вертикально вверх. Будем считать, что зависимость регулярной ком­
поненты показателя преломления среды п от координаты z имеет единст­
венный максимум при z=0 (/г(())=1). Поле монохроматического источни­
ка, расположенного в точке (0, 0, z0), удовлетворяет уравнению Гельм­
гольца

Ap+k2[nz(z)— 2n2(z)ii(x, у, z)]p=—And (х) 8 (у) 8 (z—z0), (1)

где к — волновое число на оси канала z=0. Второе слагаемое в квадрат­
ных скобках описывает флуктуирующую часть квадрата показателя пре­
ломления среды, причем сомножитель р=6с/с задает относительные флук­
туации скорости звука. Ограничиваясь рассмотрением поля вблизи оси х 
и полагая флуктуации скорости звука крупномасштабными, решение урав­
нения (1) в малоугловом приближении ищем в виде разложения по пло­
ским волнам (в горизонтальной плоскости) и по собственным функциям
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регулярной краевой задачи <pm(z) (вертикальной плоскости):

р{х, y,z) =  ^  j  dy.AmiK{x)(pm(z)exp^i^kmx+y.y — ж) } i
Trt

( 2 )

где Лm, х(я) — амплитуда, а /сш — горизонтальное волновое число моды. 
При х=0  величина Лт>х имеет то же значение, что и в отсутствие слу­
чайных неоднородностей, т. е. ^ mtK(0) =  (i//cm)(pm(zo). Далее будем исполь­
зовать ВКБ-нриближение функций фm(z), которые между точками заво­
рота моды z=zmln и z=zIliax задаются соотношениями

где

ф т *  ( Z )  =

ф ш  (Z)  = ф т +  ( Z)  + ф т  (z),

zm a x

(n2(z ) -a m2) - '4 ‘xp { ± { к  J l/n2( z ) - a m2 dz - л / / . ] } ,

Dm — длина цикла луча с теми же горизонтами заворота, что и у т-й моды. 
Присутствующие в (4) собственные числа краевой задачи ат связаны с 
горизонтальными волновыми числами мод соотношениями ат=кт/к. Они 
находятся из условия

*шах

к |  Vn2(z)—am2dz=7i(m+ i/ 2), ш—0 ,1 ,2 , . . . .  (5)
zmin

Величина ат равна косинусу угла, под которым волна Бриллюэна, отве­
чающая m-ii моде, пересекает ось канала.

Из результатов работы [1] следует, что в области применимости гео­
метрической оптики решение уравнения (1) задается соотношением (2) с

[ ф т +  ( z 0 )  £ т , х ( я )  + ф т  ( ^ о )  £ т , х  ( # )  ]  » ( 6 )

причем

gm,x(^)=eXp{iXmlx(x) }, (?)
где

*

Х * Л * )= /с | dx 'p[x ' ,ymA x ' ) , z ^ { X')}.  (7а)
о

В последней формуле интегрирование идет вдоль траекторий лучей, 
названных в [1] медовыми. Каждой моде, характеризуемой набором 
( т ,  я), отвечают два таких луча. Оба они выходят из источника, причем 
индексы «+» и «—» показывают знаки углов выходов по отношению к го­
ризонту. Траектории данных лучей удовлетворяют закону Снеллиуса 
n[zm-(x)  ]cos 0т±(.т) =(im ( 0т±(д:) — углы скольжения лучей на удалении 
х от источника) и лежат в плоскости у=ут, к(х) = (к/кт)х. Горизонты за­
ворота этих лучей совпадают с горизонтами заворота т-й моды. Как легко

видеть, величины Х*,*(я) представляют собой случайные набеги фазы
вдоль модовьгх лучей. Таким образом, формулы (7), (7а) являются «ме­
довыми аналогами» хорошо известных выражений, используемых при лу­
чевом описании флуктуаций волновых полей (см., например, Г2—5 J).

В данной работе проведен анализ средних значений <Лт, х> и функций

взаимной корреляции <Ат,*Ат>,*{> амплитуд мод. Указанные средние оче­
видным образом выражаются через соответствующие моменты функций 

В предположении о гауссовости X ,, у и статистической независимости

|т,х л §тп>х (оба предположения выполняются, если модовые лучи, отве-
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чающие т-й моде, проходят через большое число статистически независи­

мее

где

(7a) получаем

= е х р { - - ^ ^ ,х(я)}, (8)

*,*=<(X*>x)2>, (9)

2" $ m,x;ni[y.i (^) ? 6 — 61,
(10)

)(b6' ) 6^61

Ятп,*;™,,*,(#)=< (Х«,х(я) — X«lfXl (х) ) 2>. (И)

Индекс 6 в (8) —(11) обозначает либо «+», либо «—».
Рассмотрим конкретный пример применения приведенных формул. Ис­

пользуем волновод с каноническим профилем показателя преломления 
среды

n(z) =  1—е [exp(2z/£)— 2z/B— 1], (12)

где 8 = 5 ,7 - 1 0 '= 1 0 0 0  м. Как указано ранее, причиной флуктуаций ско­
рости звука считаем влияние внутренних волн. Соответствующая модель 
поля флуктуаций показателя преломления среды, основанная на исполь­
зовании спектра Гарретта-Манка, развита в [3—5].

Отметим важное обстоятельство. Как следует из соотношений (6) —
(11), искомые статистические моменты амплитуд мод выражаются через

дисперсии dm,* (#) и структурные функции (г) случайных набегов
фаз вдоль модовых лучей. Через те же функции (рассчитанные только 
вдоль не модовых, а произвольных лучей) выражаются аналогичные сред­
ние для амплитуд лучей. Это обстоятельство, отражающее глубокую 
взаимосвязь модового и лучевого представлений поля в случайно-неодно­
родном волноводе, облегчает нашу задачу. Дело в том, что выражения для 
дисперсий и структурных функций случайных набегов фаз для рассматри­
ваемой здесь модели подводного звукового канала уже получены в работах 
[3—5], посвященных лучевому описанию статистических характеристик 
ноля. Поэтому при выполнении расчетов используем готовые формулы из 
указанных работ. Эти формулы имеют вид

х
$т, т„ о (х ) =  2Л2 ^dx

О
' [ <и! ( ф  £ >

e i 0
z = ( 2m  <Л' ) + 4 >, ( ж ' ) ) / 2  

Д2=2$1(а/)-4>1(*/)

Здесь

ip ( 0 ,2 )= < r 1>
п  0) i  L d)i

g [ х ] =  {1-+ х 2) - '  +  ( 1 + х 2) 1 п {  [ ( 1 + я2) Ч - 1 ] / [  ( 1 + х г) 'h- 1 ] } ,

оо <х>

<]-*>== L  i / ( w )  ] -  /  Z  (/*+/•*>-*.
j = i  i
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” 1—cos
J(Az,z)=Mf  2 j ------

/  jn N {z )k z \  
\  BN0 >

j-i j ( f + h 2) i-1
о, — инерционная частота, N (z)=N0 exp{ {z—zn)/B} — зависимость частоты 
плавучести от глубины, <|x2(z)> =  <p,02>exp{3(Z“-zn)/Z?}. Величина zn за­
дает расстояние от оси канала до поверхности моря. При расчетах ис­

пользованы следующие значения 
констант, фигурирующих в приве­
денных выше формулах: zn=103 м. 
/.= 3 , #о=5,3-10“3 с"1, с.),=7.3-
• lO ^ c "1, <Цо2>=2,5-10~7.

На фиг. 1—3 представлены ре­
зультаты вычислений статистических 
характеристик амплитуд мод, воз­
буждаемых точечным источником, 
расположенным на оси канала (z=0) 
и работающим на частоте 300 Гц 
(к=1,26 м"1). На фиг. 1 ,а показана 
зависимость дисперсий случайных 
набегов фаз 0 (х) от длины трас­
сы х. Расчеты выполнены для моды 
с номером т=  170. 'Гочки заворота 
этой моды лежат на горизонтах 
z„,in= —2084 м и z,nax= 893 м, а соот­
ветствующие ей модовые лучи, траек­
тории которых изображены на фиг. 
1, б, пересекают ось канала под угла­
ми ±10,9°. Из сравнения фиг. 1, а, б, 
видно, что дисперсии d *  0(.г) особен­
но быстро нарастают при прохож­
дении мо до вы ми лучами окрестностей 
своих верхних точек заворота, где 
флуктуации показателя преломления 
среды особенно сильны. Точно такая 
же ситуация имеет место и для 
обычных лучей. Она подробно об­
суждается в [3, 'll, где можно найти 
дополнительную информацию о за­
висимости дисперсий d * 0 (х) от
углов, под которыми лучи пересе­
кают ось канала (или с соответствую­
щим пересчетом от номеров мод т). 

На фиг. 1,в приведены зависимости модулей средних значений комп­
лексных амплитуд мод с номерами га=168, 169, 170. Па этом и следую­
щих графиках расчеты выполнены для нормированных амплитуд мод 
Вт, х. связанных с Л,п .л соотношением

Фиг. 1. Зависимость от длины трассы х 
дисперсий случайных фаз d = d ^ Q(x) 
(а): 1 — d+ _ „ (ж), 2 — d~u 0 (ж) и модулой 
средних амплитуд мод А = \{Вт(х))\ 
(в): 1 — m=16S, 2 — т=  160, 3 -  т = 170. 
Траектории модовых лучей (б): 1 — 

**?(*), 2 - z „ r ( x )

Ат,х(х) — ) [re2(z0) - a m2]-4'BmiX(x). (16)

Значения определенных таким образом функций |й т.х(я)| при х=0  
лежат в интервале 0—2 (см. (4) и (6)). Указанным модам отвечают прак­
тически равные дисперсии d ± 0 (х).  Интересным и на первый взгляд 
неожиданным является тот факт, что для некоторых мод (на фиг. I, в это 
мода с номером 170) рассматриваемые средние на отдельных участках 
трассы могут возрастать. Как легко видеть из соотношений (6), (8) и 
(16), такое явление может наблюдаться только для мод с |/?т, х(0) |< 1 . 
Если величина <£т ‘> затухает в несколько раз после прохождения модо- 
вым лучом верхней точки заворота, то это приводит к возрастанию модуля
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среднего значения амплитуды моды от В,„, х(0 ) |< 1  до величиям, близкой 
к единице (см. кривую 3 на фиг. 1,в). После прохождения верхней точки 
заворота вторым модовым лучом затухает величина <£т- ) и значение 
|<5т, о>| резко уменьшается. Это хорошо видно на кривой 3 фиг. 1, в. 
Сказанное допускает простую физическую интерпретацию. При возбуж­
дении поля точечным и с т о ч н и к о м  соседние моды нередко имеют сильно 
различающиеся начальные амплитуды Вт< 0(0) (см. фиг. 1,в). В процес­
се взаимодействия на случайных неоднородностях среды амплитуды мод 
постепенно выравниваются, причем это выравнивание может происходить 
быстрее, чем затухание когерентной компоненты поля '. Таким образом, 
в процессе распространения средние значения амплитуд слабовозбужден­
ных мод временно возрастают.

Перейдем к рассмотрению межмодовых корреляций. Для простоты 
ограничимся анализом взаимных корреляций величин Лтгл(х) с одина­
ковыми значениями х, равными нулю. На фиг. 2,6 изображены зависи­

мости структурной функции фазы о(#) от разности номеров т{—т
для трех значений длины трассы #=40, 160, 400 км. Помер т фиксиро­
ван и равен 170. Для наглядности на фиг. 2 (и далее на фиг. 3) точки, 
отвечающие целочисленным значениям номеров мод, соединены отрез­
ками. Более детальный анализ зависимости величины структурной функ­
ции фазы от длины трассы х  (соответствующие расчеты па графиках не

отражены) показывает что наиболее сильные изменения функций Sm,mito(x) 
так же, как и дисперсий d ± 0(#), происходят при прохождении модов ы- 
ми лучами верхних точек заворота.

На фиг. 2, а представлены результаты расчетов функций взаимных кор­
реляций нормированных амплитуд мод \<ВтВ*т  ̂ >| (m=170, w, =  155—185)
на тех же дистанциях 40, 160 и 400 км. Поскольку |/?,7о(0) |< 1 , величи­
на <|23i7o(#) |2> быстро растет на начальном участке трассы вследствие 
перекачки в данную моду энергии соседних более эффективно возбужден­
ных источников мод. Как и у функции |</?170(а:)>|, основной рост проис­
ходит здесь в окрестности первой! точки заворота модового луча, вышед­
шего из источника вверх. Эта точка расположена на удалении, меньшем 
40 км. Поэтому нарастание <\Вш {х) | 2> на фиг. 2, а проявляется лишь в 
том, что величина данной функции при #=160 и 400 км немного больше, 
чем при #=40 км. В отличие от среднего значения амплитуды моды ве­
личина < |5 т (#) |2>, достигнув своего максимального значения, остается 
далее постоянной. Это справедливо лишь в рамках используемого в дан­
ной работе приближения. Приведенные на фиг. 2, а кривые количествен­
но характеризуют ослабление межмодовых корреляций с увеличением 
длины трассы. Осцилляции зависимости |<БтВт,’>| как функции т^—т 
объясняются быстрой зависимостью от номера т коэффициентов возбуж­
дения мод ср,„ (z0) (это видно из соотношений (6) и (10)), т. е. в конечном 
итоге спецификой рассматриваемого источника звука.

Ясно, что закон спадания межмодовых корреляций с ростом дистанции 
фактически определяется экспоненциальными множителями, которые за­
даются соотношениями (10) и (11). Поэтому в качестве оценки коли­
чества мод, коррелированных с т-й на расстоянии # от источника, разум­
но принять величину ДтНу определенную условием

с +*̂ тп,т+Дтк (х)=2.

Это условие означает, что коэффициент взаимной корреляции | т+(#) и

§п!+дтг (я) равен е~1. На расстояниях, превышающих длину цикла Dm мо­
дового луча, аналогичное условие выполняется и для £,„-(#). Па фиг. 3, а 
изображены зависимости Ати(х) для двух мод с номерами т = 5 0  (6°)

1 Отметим, что вопрос о затухании среднего ноля моды в каноническом под­
водном звуковом канале в иной постановке рассмотрел в работе [6].
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фиг. 2 Фиг. 3
Фиг. 2. Зависимости модулей функций взаимной корреляции амплитуд мод В= 
=  | | (а) и структурных функций фаз S  =  .Ж(> 0 (х ) (в) от разности но­
меров v = ini т для трех значений длины трассы х , км: 1 -  40, 2 -  160, £ -4 0 0  (т=

=170)
Фиг. 3. Зависимость числа коррелированных мод Д=Дтк от длины трассы х. Частота

сигнала /=300 Гц (а) и /=500 Гц (б): 1 -  х=6°, 2 -  х=10,9°

и 170 (10,9°). В скобках указаны величины углов под которыми соот- 
ветствующие модовыо лучи пересекают ось канала. Как видим, корреля­
ции мод, у которых точки заворота находятся выше (в данном случае это 
моды с х, близкими к 10,9°), с ростом длины трассы спадают медленнее, 
несмотря на то, что флуктуации скорости звука возрастают по мере при­
ближения к поверхности. Это кажущееся противоречие объясняется сле­
дующим образом. Крутые модовьте лучи проходят свои верхние точки за­
ворота «быстрее», чем пологие [4], и поэтому влияние сильных флук­
туаций среды сказывается на отвечающих им модах слабее.

Частотная зависимость числа коррелированных мод Ати обусловлена 
конкуренцией двух факторов. С увеличением частоты излучения /  диспер­
сия флуктуаций фазы растет пропорционально f .  В то же время пропор­
ционально/“1 сокращается расстояние по вертикали (\zm±(x )—z'^n[_i (x)\
между медовыми лучами. В результате величины Дтк на фиксированном 
расстоянии от источника убывает примерно пропорционально / -1. Тенден­
ция уменьшения числа коррелированных мод с ростом частоты /  ка­
чественно подтверждается сравнением графиков на фиг. 3, а, б. Па фиг. 3. б 
показаны результаты расчетов Дтк в случае, когда частота излучения 
/=500 Гц (все предыдущие расчеты выполнены для /=300 Гц), а осталь­
ные параметры задачи совпадают с использованными ранее. Величины 
Апги найдены для мод, медовые лучи которых, как и прежде, пересекают 
ось канала под углами %=(5° и 10,9°. Номера этих мод при смене частот, 
разумеется, изменились и стали равны т =70 и 280. Таким образом, при 
возбуждении поля в глубоководном подводном звуковом канале источни­
ком, работающим на частотах порядка нескольких сотен герц и выше, 
межмодовые корреляции практически исчезают на дистанциях порядка 
500 км.

Приведенные выше сведения дают представление о поведении и типич­
ных значениях первых двух статистических моментов амплитуд мод в 
океанических волноводах, гидрология которых может быть задана описан­
ной здесь моделью. Эти данные могут быть применены при решении ряда 
прикладных задач (см., например, ниже) и позволяют судить о том, в ка­

23'.



ких случаях для анализа (в частности» численными методами на ЭВМ) 
акустических полей в океанических волноводах можно пользоваться де­
терминированной теорией, неучитывающей флуктуации скорости звука.

В заключение в качестве примера использования полученных резуль­
татов кратко обсудим вопрос о возможности селекции мод путем спект­
рального анализа горизонтального разреза ноля [7—9]. В регулярном 
нлоскослоистом волноводе зависимость поля т-\\ моды от расстояния до 
источника г выражается, как известно, множителем exp(ifcmr) (считаем, 
что уменьшение амплитуды моды с ростом расстояния г по закону r~'h 
компенсируется при обработке). Несложно показать [7—9], используя
(5), что /гт+1—km\=2n/Dm и, следовательно, фурье-преобразование гори­
зонтального разреза поля длиной R > D m позволяет разрешить вклад от­
дельной т-й моды. Соотношения (6) и (7) означают, что влияние флук­
туаций показателя преломления среды сводится к разбиению указанного 
множителя па два слагаемых с разными случайными набегами фаз Хт+ 
и ХпГ. Анализ условий разрешения мод в общем случае приводит к из­
вестной задаче о ширине спектральной линии колебания со случайной 
фазой [10]. Здесь же будем предполагать приближенно, что рост диспер­
сии фаз d ^ i x )  происходит скачкообразно на величину Adm в верхних 
точках заворота модовых лучей. Подробный анализ показывает, что энер­
гетическая ширина спектрального максимума :\<jm(R),  отвечающего от­
дельной моде, при длине реализации R>Dm равна

Д Qm { R )  — | fcm+1 &m
N(  1 - g ) 2

iV ( l-a 2) - 2 a ( l - c c v) ’
a=exp{— A d J 2 ) t N=R/Dm

и не превосходит интервала пространственных частот |/v„,+l—Аггн | между 
соседними модами даже при величине скачка Adm> l .  Однако в случае 
Adm» l ,  строго говоря, необходим анализ не только ширины, но и формы 
спектральной линии. При этом на практике возможно потребуется выбор 
пространственного окна специального вида, исключающего появления 
в спектре отдельной моды побочных максимумов. Если же величина 
скачка Adm невелика (Ad*,<l), то разрешение модовых максимумов воз­
можно при длине реализации R > D m2 /( l+ a )  независимо от вида про­
странственного окна. Для рассмотренной выше модели волновода это имеет 
место при частоте сигпала меньше 150 Гц. Отметим, что условия разре­
шения отдельных модовых максимумов в пространственном спектре не 
зависят от расстояния г0 от источника до центра анализируемой реализа­
ции (при этом r<i>Rl2).
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