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ОТНОСИТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ДВУХ ГАЗОВЫХ ПУЗЫРЬКОВ
В СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

Д о й н и к о в  А . Л ., З а в т р а к  С . Т .

Теоретически исследовано относительное движение двух газовых 
пузырьков в сжимаемой жидкости под действием сил Бьеркнеса и ра­
диационного давления, возникающих в акустическом поле. Учет сжимае­
мости жидкости приводит к появлению дальиодействующпх и сравни­
мых с ними тангенциальных составляющих сил Бьеркнеса. Рассчитаны 
сечения коагуляции н образования связанных состояний пузырьков.

При расчетах (см., например, [1—4]) относительного движения двух 
газовых пузырьков, пульсирующих в поле звуковой волны, обычно пола­
гают, что длина падающей волны X в чистой жидкости намного превосхо­
дит как радиусы пузырьков Я, и И2у так н относительное расстояние / 
между ними. Такие допущения означают, что жидкость можно считать 
несжимаемой. Это позволяет построить замкнутую систему уравнений, 
описывающую коллективные эффекты в системе многих пузырьков, та­
кие. как, например, самопросветлеиие [1, 2, 4].

Между тем основная экспериментальная работа [I] но самопросвет- 
лению проводилась как раз при условиях, когда расстояния между резо­
нансными пузырьками сравнимы с длиной звуковой волны, а распреде­
ление пузырьков по радиусам достаточно плавное. 13 работе [1] исполь­
зовались акустические поля с частотой v=130 кГц (X—1,15 см). Началь­
ная же концентрация резонансных пузырьков составляла п0= 0,77 см-3, 
т. е. порядка одного пузырька на 1 см3 [3]. Таким образом, динамика ре­
зонансных пузырьков на больших расстояниях представляет интерес. 
Кроме того, увеличение локальной концентрации пузырьков при их сбли­
жении приводит к уменьшению длины волны в микроиеоднородной сре­
де. Следствием этого может быть образование гроздей пузырьков [5].

Будем считать расстояние / произвольным в сравнении с длиной вол­
ны X, а отношения Я{Д1 п Яlt2/X малыми. В сжимаемой жидкости потен­
циал (р поля, рассеиваемого пузырьками, удовлетворяет уравнению 
Гельмгольца Аср+А2ф=0, где к=2п/Х.

Учет сжимаемости жидкости [(3, 7] приводит к появлению далыю- 
действующих и сравнимых с ними тангенциальных составляющих сил 
Бьеркнеса.

Рассмотрим поведение двух газовых пузырьков в поле плоской звуко­
вой волны давления Рас=А  sin (кг—о*)» гАе Л, <о и к — соответственно ее 
амплитуда, круговая частота и волновой вектор. Выражение для усред­
ненного по периоду волны лагранжиана взаимодействия двух одинако­
вых пузырьков в первом приближении по параметру Я/1 и «нулевом» по 
к Я  построено в работе [0]. Для пузырьков различных радиусов оно име­
ет вид

</>> =
2nA2R lR2 cos (kl) cos (kl)

p0co2i [ (coi2/ со2—1) 2+ 6 i2]ъ [ (co22/ со2—1) 2+ 6 22] 4a ( 1 )

Здесь p0 — плотность жидкости, (i),,2 — резонансные круговые частоты 
пузырьков, 6i,2 — безразмерные постоянные затухания, 1=г2—г,, где г, и 
г2 — радиусы-векторы центров пузырьков.

Обобщенная сила Бьеркнеса, действующая на 2-й пузырек, может 
быть определена но формуле (40.6) книги [8]: =d(L>/dr2. Из (1)

т-.(!> (̂2)следует, что Г в = —г в .
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Поступательное движение каждого из пузырьков описывается урав­
нением [3. 9]

—  р „Я,3 —  =  F ‘°  + F 2,0 + D (i,+ F i 0 + F * ° . (2)
3 dt

Здесь u, — вектор скорости поступательного движения пузырька с но­
мером i ( i=1,2); F ,{,)= —2яр0йг2Д и а — сила сопротивления, связанная с из­
менением объема пузырька, которая при усреднении но периоду волны 
обращается в нуль: F 2(,) — выталкивающая сила, которой ввиду малости 
размеров пузырьков будем пренебрегать; 1)(,) — сила вязкостного сопро­
тивления, которая при малых числах Рейнольдса выражается формулой 
Стокса D{i)= —4я|лЯ,щ (сила сопротивления пузырьку составляет 2/3 силы 
сопротивления твердому шарику [10]); F  Jp —сила Бьеркнеса; Г а ­
сила радиационного давления, которая для гармонической плоской вол­
ны равна [3, 4]

р < о _  2яД<Л26<к /о \
г  р 0 ( о 2 [  ( о ) , 2/ с о 2 — 1)2+б,2] ‘

Левая часть уравнения (2) соответствует вкладу в движение пузырь­
ка присоединенной массы жидкости. Пренебрегая этим членом, т. с. счи­
тан скорость пузырька близкой к скорости установившегося движения 
(как отмечалось в работе [4], это практически всегда соответствует дей­

ствительности), и усредняя (2) но периоду волны, имеем u<=(Fb )+ F r<<)) /

У4лрД*. Для относительного радиуса-вектора из этой формулы следует
_ _ х ™ т + Ы * Ы Ы )  C03(kl)1^ c . s ( « ) s i n ( k i )  ь + №  (4)dl

dt l
где

x =
Л2(Л,+Д2)

2Woco2 [ (g)i2/ co2—l ) 2+6i2]''' [ (ш27ш2—1) 2+б22]
(5)

P = { 6,
2|xp„o)2 i ((о27 й2- 1 ) 2-1-6 22 (ш17со2- 1 ) 2+б: }■ (6)

И пределе k l< l  уравнение (4) переходит в приведенное в работе [4]. 
Рассмотрим уравнение (4) более подробно и вычислим сечение коагуля­
ции двух пузырьков, а также образования их связанного состояния, от­
личного от коагуляции [4, 11]. Это уравнение можно рассматривать как 
описывающее рассеяние частицы на некотором неподвижном центре. Пе- 
рейдем к безразмерным пространственным координатам %,=кх, т\=ку, р=
=У£2+Т12 и времени т=хкЧ . Введем для указанной гипотетической ча­
стицы систему координат следующим образом. Неподвижный рассеиваю­
щий центр поместим в точке £=0, г)=(). Ось £ выберем параллельной вол­
новому вектору к. Начальные условия: х -+—<», £->-—00̂ г]—*-г)0=А:& (Ь — 
играет роль прицельного параметра [8]). Запишем (4) в проекциях:

d\
dx

„ cos р+р sin р cos р sin g
£  COS g ------------- -----------------------------------------+  S,

dr|
=  —rj cos 

dx
cosp+psin p

?

Безразмерный параметр s=\$\hck согласно (5), (6) зависит от соотно­
шения радиусов пузырьков. Б случае пузырьков одинаковых радиусов 
.s= =  0. Если радиусы пузырьков близки, а сами они не очень малы, то 6<~ 
«Л*Д1 [12], а параметр /?2|/(Д 1+Й2).
3 А к у с т и ч е с к и й  ж у р н а л ,  ЛГ 2 257



Рассмотрим точки, в которых обращаются в нуль компоненты скоро­
сти, т. е. происходит останов частицы. Эти точки определяются путем ре­
шения системы уравнений: d%ldx=d\\ldx=0. Как следует из (7), (8), чис­
ло точек останова (зависания пузырьков в жидкости) и место их распо­
ложения определяются величиной параметра s. Подробное исследование 
точек останова п движения частицы вблизи них выходит за рамки дан­
ной статьи. Отметим лишь главные моменты.

Устойчивые точки останова, действительно отвечающие зависанию пу­
зырьков, существуют лишь в том случае, если параметр s находится в ин­
тервале 0 < 5 < 0,3365. Причем при .9=0,3365 число таких точек равно
двум: £ = —я/2, г|=±Ур12—gz, где pi=2,7984. Число точек останова быстро 
нарастает при стремлении .9-4), т. е. когда радиусы пузырьков близки, и 
все эти точки располагаются внутри сферы радиуса р~s~l.

Для подтверждения этого вывода система уравнений (7), (8) числен­
но исследовалась па ЭВМ. Параметр s варьировался в пределах 0— 
0,3365. Выло установлено, что практически всегда, когда движение части­
цы начинается из —с0, происходит ее зависание в одной из устойчивых 
точек останова, если прицельный параметр меньше некоторого предель­
ного значения r)max, зависящего от ,9. При малых s зависимость rjmax(s) хо­
рошо описывается формулой т)тах=$~л. Таким образом, сечение образова­
ния связанного состояния (не коагуляции) аеп~л$_2.

Что же касается акустической коагуляции, то, как показали числен­
ные расчеты, она возможна в двух случаях. Первый — если в начальный 
момент времени пузырьки расположены достаточно близко друг от дру­
га на расстоянии р<я/2, т. с. меньше Х/А. При этом они сразу же попа­
дают в область чистого притяжения, и уравнения (7), (8) можно заме­
нить приведенными в [А]. Второй случай имеет место, если вначале оба 
пузырька разнесены друг от друга далеко, но прицельный параметр мал, 
а скорость относительного движения под действием сил радиационного 
давления велика, т. е. .9>1.

Оценим величину сечения коагуляции при &•»!. Будем считать, что 
для всех участков траектории частицы выполняется условие | | |> |г |  . 
Тогда р ~ —£ (движение происходит в области |< 0 ) .  Вне области чисто­
го притяжения, т. е. при |£ |> я /2  скорость частицы d%ldx~.9»1, поэтому 
ее движение является равномерным. Лишь на расстояниях \с,\ порядка
1/У$<1, как видно из (7), притяжение начинает играть существенную 
роль. Но при этом частица попадает в область чистого притяжения, и си­
стему уравнений (7), (8) можно заменить приближенной:

db3jdx=s+il%2, dr]/dT=r|/|3. (9)'
Эта система дает качественно правильное описание движения как на 

близких, так и на далеких от рассеивающего центра расстояниях. Из (9) 
нетрудно определить траекторию частицы, удовлетворяющую граничному 
условию £->—00̂  г|—>-т|0:

Л= г)о у» 111
V l+ sf

( 10}

Условие III» h выполняется, если т)о<1/У$. При этом всегда имеет
место падение на центр, т. е. коагуляция пузырьков, так как при £=0
также г|=(). Верхнее значение г) о шах 1 / js можно рассматривать как пре­
дельное значение прицельного параметра, при котором еще происходит
коагуляция пузырьков. Для сечения коагуляции получаем оценку oh~n/s, 
что согласуется с результатами работы [4], так как в рассматриваемых
пределах s>  1 и г]0<1/У-9 жидкость можно считать несжимаемой. Усло­
вие 5>1 соответствует тому, что радиусы пузырьков значительно разли­
чаются. Любопытно отметить, что в работе [4] после сопоставления ре­
зультатов теории с экспериментом также делается вывод о том, что наи­
более эффективно должны коагулировать резонансные пузырьки с более 
мелкими. Обратим внимание на то, что при малых s всегда осп>Щ. Это 
хорошо подтверждается численными расчетами траекторий пузырьков.



В ноле стоячей волны Рвс=2Л cos (кг) sin (—со/) относительное движе­
ние газовых пузырьков является более сложным. Лагранжиан такой си­
стемы зависит не только от разности 1 = г 2—г,, но н порозпь от г, и г2. Это 
следует уже из того, что стоячая волна является пространственно-неодно­
родной: у нее имеются узлы и пучности. Поэтому и силы Бьеркнеса, 
действующие на каждый из пузырьков, в общем случае различны, а сум­
ма этих сил не равна нулю. На это впервые было указано в работе [7]. 
Выпишем явное выражение для лагранжиана взаимодействия:

, гч 8ni42/f1/?2cos(W)cos(kr,)cos(kr2) /лл^
~ ........... .. , . гг I - гг—. (11)

/р0со2[ (ojVco2—1)2+6,2]7,[ (со27со2- 1 ) 2+б22]ъ

Кроме того, сила радиационного давления на пузырьки в стоячей вол­
не является пространственно-неоднородной. Ее величина и направление 
зависят от местоположения пузырька и знака сомножителя (ю1|27<*>2— 
— 1) [12]. Это приводит к образованию потенциальных ям (плоскостей, 
отстоящих друг от друга на расстоянии Х/2).  Еслн (0,.2<(0, то пузырьки 
сносятся к пучностям давления, если же наоборот, (о,,2>(о, то пузырьки 
сносятся к пучностям скорости. Коагуляция двух пузырьков, радиусы ко­
торых близки к резонансным, в этих условиях оказывается возможной 
только в том случае, если в начальный момент времени они расположены 
достаточно близко друг от друга на расстояниях, меньших К/А.

Поскольку в экспериментальной работе [1] начальные линейные раз­
меры облака пузырьков Ь'Ж  и %~1 (/ — характерное расстояние между 
резонансными пузырьками), то самоиросветлеиие не может быть объяс­
нено лишь коагуляцией резонансных пузырьков [2, А].

В заключение отметим, что образование связанных состояний, отлич­
ных от коагуляции, может служить одним из объяснений механизма об­
разования гроздей из пузырьков в поле звуковой волны [1, 5].
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