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П р е д л о ж ен  м етод р а с ч е т а  н о р м а л ь н ы х  волн в слои стой  среде, о сн о 
ван н ы й  н а  о сц и л л я д и о н н ы х  т ео р ем а х . П о к азан о , что д а н п ы й  м етод 
экон ом и ч ен  и г а р а н т и р у е т  н а х о ж д е н и е  в с е х  д и с к р е т н ы х  со б ств ен н ы х  з н а 
чени й  з а д а ч и  Ш т у р м а  -  Л и у в и л л и  д л я  п р о и зво л ьн о го  а к у ст и ч е ск о го  в о л 
н овода.

При расчете акустического поля гармонического источника в слоистом 
океане в приближении незатухающих нормальных воли возникает спект
ральная задача Штурма — Лиувилля [1]. Основная проблема при реше
нии этой задачи — локализация собственных значений. Известные методы 
ее решения — вычисление значения дисперсионного уравнения с малым 
шагом; метод ВКБ [2] и тому подобные обладают рядом существенных 
недостатков. Первый метод пе гарантирует от возможности пропуска 
корней и неэкономичен (требует много счетного времени); второй —не
применим, если зависимость скорости звука от глубины c( z )  имеет пе- 
сколько минимумов или разрывна. В данном сообщении предлагается 
метод поиска собственных чисел, свободный от указанных недостатков.

Рассмотрим задачу Штурма — Лиувилля:

ф” + [  (w/c(z))2—Х2]ф=0, (1)
ф (0Д 2)= 0 , (2)

ср(//Д2)+ гД 2)ф '(Я Д г)= 0 , (3)
где Хг — спектральный параметр, со= 2nFy F — частота излучаемого звука. 
Обозначим через ср + (гД 2) и ф_(гД2) решения уравнения (1), удовлет
воряющие граничным условиям (2) и (3) соответственно. Тогда собст
венные значения Хп2у п = 1, . . . ,  N задачи (1) —(3) являются корнями 
дисперсионного уравнения

W (V )=  0, (4)
где W (X2) = ф +'ф -—ф+ср-' — вронскиан решений ф+, ф- [1].

Предлагаемый метод отделения корней уравнения (4) основан на сле
дующих осциллядионных теоремах [3]:

Теорема I. Собственная функция фж(яД т2) с номером т задачи (1) —
(3) имеет ровно т нулей;

Теорема II. Нули пары линейно независимых решений ф ,(гД “),
ф2(яД2) уравнения (1) при данном X2 перемежаются.

Заметим, что эти теоремы справедливы, когда в граничном условии 
(3) г(Х2) — функция, соответствующая некоторой акустической задаче.

Обозначим через ?г(^2) число нулей функции <p-(z, X2). Тогда из тео
ремы I следует, что точки разрыва п(Х2) являются собственными значе
ниями задачи (1) —(3). Таким образом, задача отделения корней уравне
ния (4) сводится к определению интервалов Ьп={Х„\ Хп"), n = i , . . . , N, 
в которых п(Х2) имеет единственную точку разрыва.

Следуя работе [1], используем кусочно-линейную аппроксимацию 
c~2(z). Рассмотрим интервал A =  (z,,z2), в котором функция c~2(z) — 
линейна. Пусть в точках z, и z2 известны значения функций ф -(г,Д 2), 
Ф-  (zu X2), i= 1,2. Любое решение уравнения (1) в интервале А имеет 
вид: ф(г, Х2)=а  Ai (rj(z)) +  /;Bi (т|(г)),где Ai (r)(z) ) ,B i (ц (z)) - функции
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Эйри, ii(z) = - ( o)/c(z) ) 2[ ( ( o)/c(z2))2-((.>/c(21) ) 2/( z2- z1) ] - ,/3- По теореме II 
нули ср_(гД2), перемежаются с нулями Ai (ti(z)), Bi(t](z)). По
этому число внутренних нулей функции ф_(г, Я2) в интервале А отличает
ся от числа нулей Ai(r)(z)), B i(r|(z)) не более чем на 1. Обозначим 
n(z,, г2Д 2) — число внутренних нулей ф_(г, Я2), пА, пн — число внутрен
них нулей A i(t](z)), B i(r|(z)). Тогда /i(z„ z2, Я2), пА, гг„ удовлетворяют 
системе неравенств:

\п — пА | < 1 ,
|гг —-гг* |< 1 ,  (®)
|»д  — Л в |< 1 -

Пусть р(т) —четность числа /гг, т. е. р(ггг)=1, если т=2к  и /;(ггг)=—1, 
если т=2Л +1. Тогда p{n(zl9zZ9 Я2) ) = sign(/(z ,)/(z2)),

, |  Ф-(з«Д2), Ф -(^Д 2)^ 0 ,
т )  I  ( - l J V f e . W ,  ф - ( ^ д 2) = 0.

Если /»(Дл)^/»(/гв), то пАФпв п из (5) следует, что п равно тому из чисел 
пл, пв, с которым совпадает его четность. Если р(пл)=р(пв)  в силу (5) 
пА=пв. Тогда, если четность /г совпадает с четностью ггЛ, то из (5) следует, 
что 7i=nA. В противном случае необходимо вычислить ф -(г \Я 2), где z* — 
нуль функции Bi (г] (z)), ближайший к z2, п= пА—p(n{z \  z2, Я2) ).

Интегрирование уравнения (1) осуществлялось методом матрицанта
[4]. При этом на каждом линейном участке Д вычисляются значения 
ф (z,-, Я2), ф'(г„Я2), 1=1,2. Чтобы избежать потери точности, связанной с 
экспоненциальным ростом Bi(»i), ВГ(ц), 0, фундаментальная матрица 
уравнений Эйри представляется в виде произведения матрицы ограничен
ных решений и экспоненциального фактора [5].

Следует отметить, что предложенный метод решения системы (5) 
экономичен, так как требует не более одного дополнительного вычисле
ния ф-(г*, Я2) в промежуточной точке z*<= Д. Общее число нулей опреде
ляется как сумма числа нулей на каждом линейном участке и возмож
ных нулей в узлах гидрологии.

Итак, данным методом находятся //(Я2) любого Я2 из области дискрет-

ного спектра. Интервал е=(Я тщДтнх), в котором расположены все
собственные числа задачи (1) —(3) определяется по заданным значениям 
г(Я2) и c*(z). Так, например, в случае жидкого дна r(X2,)=D/(qL—'k2)4':
Ятin =<Zl, Яшах — (o/cm,n)2; </t=(о/с^)2, cL — скорость поперечных волн в 
дне, D — отношение плотностей жидкости и дна, с,mn — минимальное зна
чение функции c(z ).

Общее число собственных значений есть N= n( Я̂ П|П). Алгоритм отде
ления корней уравнения (4) основан на том, что собственные значения 
задачи (1) —(3) расположены в интервале е почти равномерно, с шагом 
h=(cL—cnun)IN. Тогда интервал 6П=(Я „\ Яn+h),  т. е. ЯП//=ЯП/+Л. Так как 
на каждом конце интервала бп известпа функция гг (Я2), то точно известно 
М=п  (Ял") —гг (Яп' ) — число корней уравнения (4) в интервале 6„. Если 
М = 1, то собственное число Я„2̂ 6„ локализовано. В качестве начального 
приближения для метода Иыотона берется Я„0=(Ял'+Я„")/2. Если М =О, 
то необходимо удвоить шаг fti=2A, ЯП//=Я„'+Ai и определить число мод 
в новом интервале. Если М =к (к>  1), то интервал б„ делится па к частей, 
т. е. /г,=/г//с, Яп"=Я„'+/г|. Как п в предыдущем случае, для нового интер
вала определяем функцию М. После уточнения отделенного собственного 
значения Я,,2 (n<N)  алгоритм повторяется: 6„+1=(Я«", Я„"+/г).

Подчеркнем еще раз экономичность метода: необходимое количество 
вычислений функции гг (Я2) порядка числа мод А; число итераций метода 
Ньютона порядка единицы. Данный метод гарантирует от пропуска кор
ней, так как гг (Я2) и М  — целые функции, найти которые с помощью ЭВМ 
можно точно.
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1 Q 4 Q Q  1 0 6 0 0  1 0 8 0 0  1 Ю 0 0  1 1 2 0 0

В качестве иллюстрации работы данного метода приведены результа
ты расчета собственных значений для гидрологии 1 (рис. 1). В расчетах 
использовались F= 25 Гц, дно —жидкое полупространство, />=1,9176; 
cL=l,555 ( к м / с ) .  График (рис. 2) показывает, что предложенный метод 
позволяет построить достаточно хорошие начальные приближения для 
метода Ньютона.

Данным методом находились собственные числа двухканальной гидро
логии, симметричной относительно своего максимума. В этом случае собст
венные значения экспоненциально близки, и при их отделении возникают 
трудности, связанные с ограниченной точностью и конечным диапазоном 
чисел, представляемых на ЭВМ. Однако предложенный метод позволяет 
отделить участки близких корней и указать их точное количество.

В заключение отметим, что данный метод применим для любой ап
проксимации c“2(z), если существуют эффективные алгоритмы вычис
ления соответствующих специальных функций и их нулей.
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