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Показана возможность прямого расчета полного, прямого и отражен­
ного от ограждения полей, создаваемых источником звука в ограничен­
ном пространстве, по известным значениям полного поля и его нормаль­
ной производной на окружающей источник замкнутой координатной по­
верхности одной из систем, допускающих разделение переменных.

При помещении источника звука в ограниченное пространство созда­
ваемое им полное дифракционное звуковое поле состоит из расходящихся 
от источника волн, излучаемых и рассеянных его поверхностью (в даль­
нейшем будем их называть прямым нолем), и воли, отраженных от ограни­
чивающей пространство поверхности и падающих иа источник звука (отра­
женное поле). Обозначая характеристики полного поля индексом «S», 
прямого — индексом «d» и отраженного—«е», для давления можем запи­
сать соотношение

p*=Pd+Pi. (1)

В области высоких частот при расчете р* используют энергетический 
подход. Выражение (1) записывают для интенсивностей звуковых полей 
и составляющие определяют с помощью приближенных выражений, соот­
ветствующих закономерностям распространения звука от источника в без­
граничном пространстве и распределению энергии отраженного звука в 
ограниченном объеме, которое удовлетворяет положениям статистической 
теории [ 1 ] .

В области низких частот такой подход приводит к чрезмерным погреш­
ностям в результатах расчета. Здесь для расчета характеристик звуковых 
полей продуктивным является принцип Гюйгенса — Френеля и его мате­
матическое представление — интеграл Гельмгольца.

В работе [2] показано, что с помощью этого интеграла по значениям 
характеристик полного поля иа некоторой замкнутой окружающей излу­
чатель поверхности S удается восстановить прямое ноле вне S и отражен­
ное ноле внутри S

Ф { м п 4 г -  Ш (ж, У) d S -  { *  W *■  .  (2,
S дп.

Здесь д/дпи— производная по внешней нормали к граничной поверхности S 
в точке ye *S, g(x, у) — функция Грина свободного пространства

gihlx—yl

4 я [ х - у

Выражение (2) не дает информации об отраженном поле вне S и 
поэтому в представленном виде не позволяет рассчитать характеристики 
полного поля, создаваемого источником в ограниченном пространстве. 
Отраженное поле удовлетворяет в области внутри ограждающей поверх­
ности однородному уравнению Гельмгольца и может рассматриваться 
как ноле фиктивных источников, расположенных впе ограждения. В ре­
зультате Pi не может быть представлено в виде совокупности падающих 
на источник сходящихся волн и для его восстановления вне граничной 
поверхности не удается применить использованный в работе [3] подход.
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в котором полное иоле рх разбивается на иоле расходящихся от источника 
и сходящихся волн и для восстановления последних в области вне изме­
рительной поверхности используется интеграл Гельмгольца с функцией 
Грина ехр(—гА|х—у | ) / ( 4 jc| x —у | ) .

В настоящей работе вводится интегральный оператор, по виду ана­
логичный оператору Гельмгольца, с помощью которого удается восстано­
вить отраженное поле /?, в области между граничной поверхностью S 
и поверхностью ограждения, прямое поле pd в области между S  и поверх­
ностью источника и вместе с (2) — полное поле рх в пространстве между 
источником и ограждением по значениям pz и дрх/дп па окружающей 
источник граничной поверхности, являющейся координатной поверх­
ностью одной из систем, допускающих разделение переменных. Но срав­
нению с [3] рассматриваемый здесь подход обладает также тем преиму­
ществом, что позволяет рассчитать составляющие поля pd и р» п полное 
поле рх с помощью простых квадратур, не требуя решения системы
уравнении.

Рассмотрение проведем для сферической системы координат. Для дру­
гих координатных систем, которые целесообразно выбирать в конкретных 
случаях (например, сфероидальных), ход рассуждений и результаты 
аналогичны.

Обозначим через 5 , и S2 поверхность источника звука (либо огибаю­
щую ез поверхность Ляпунова) и поверхность ограждения, через 
De(Si) — область евклидова пространства, расположенную вне Si, через 
D'(St) —область, расположенную внутри S2. Замыкание области будем 
отмечать чертой над обозначением области.

Введем оператор

где Ал — полином, который образуется из разложения функции Грина (3) 
в ряд по собственным функциям (гармоникам) рассматриваемой системы 
координат посредством изменения знака перед рядом, перестановки аргу­
ментов у радиальных функций и ограничением ряда числом членов N, 
равным числу гармоник, которые необходимо учитывать в разложении 
характеристик поля на граничной поверхности S.

В сферической системе координат

где К л (cos а) -  полином Лежандра, jm(kr), hm (кг) — сферические функ­
ции Бесселя и Ханкеля первого рода порядка т, а  —угол между радиус- 
векторами точек х и у, задаваемых координатами {г, vx, срх} и {а, и, ср}. 

Для отраженного ноля справедливо утверждение

{HNp) (х) =  ф  {  р ( у ) ~  -  др~  (X, у) ds,
,  1 дп„ дп >

(4)

N

im(kr)hm(ka), г>а, 

jm(ka)hm(kr), г<а,

x e D ' (S) ПС (S2) , 
xeZ)‘ (S). (6)

Для прямого поля оператор НК дает

СО
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Суммирование (6) и (7) с учетом (1) приводит к результату

хе=Д«(5)ГШ ‘ (& ) ,

x<=D‘(S) nZ>e(S,),

который вместе с (2) дает выражение для расчета полного ноля в про­
странстве между S 1  и Sr.

/>*(*) - = * { Рг (у)
S

д
дп. dPẑ  } { g ( x, У) +h» (х .у ) ) * ,<9/г '

( 9 )

где знак «4-» следует принимать для точек х, расположенных между 
граничной поверхностью S и ограждением (x^D*(S) f\D'(S2) ), и знак «—» 
для точек х, расположенных между S и источником звука (хе/)'(5)П
п л е д ) .

Покажем справедливость утверждений (6) и (7). Утверждения (8) 
и (9) являются их следствием. Отраженное поле р, в области внутри 
S2 может быть представлено в виде следующего ряда но сферическим 
гармоникам:

к

Pi(x) /v_f Е Е  ('CCqi COS /фх+Pgz sin lyx)Pql (cos yx)/9(/cr), (10)
«7—0 1=0

где P</(cos у*)— присоединенные функции Лежандра, aql, —коэффи­
циенты разложения, Лт — соответствует числу гармоник, которые необхо­
димо учитывать при суммировании ряда.

Подставляя следующие из (10) ряды для р{{у) и др{(у)/дп вместе 
с (5) н соответствующим ему рядом для dhN(x,y)/dnv в (4), после ис­
пользования ортогональности тригонометрических функций и функций 
Лежандра, а также выражения для вронскиана сферических функций
[4] получим

(IINPi) (х) =

N - q

Е Е  (сц* сов sin lyx)Pq (cos vx)jg(kr),
i=0

0,

r > a ,

r < a ,

т. e. выражение совпадающее при r>a с (10) и тем самым доказывающее 
справедливость утверждения (6).

Справедливость утверждения (7) следует из представления прямого 
поля в пространстве вне 5, рядом по расходящимся сферическим гар­
моникам

N  q

Pd (Х) =  Е Е  (■у,| cos /ф*+0,( sin 1<рх)Pq!(cos vx)hq{kr), x<^D'(S,) 
<1=0 /=0

и использования при выполнении интегрирования в (4) указанных 
свойств собственных функций сферической системы координат.

В качестве иллюстрации на рис. 1, 2 приведены результаты расчета 
прямого, отраженного и полного звуковых полей, создаваемых пульси­
рующей сферой радиуса rt= 0,2 м в пространстве, ограниченном сфери­
ческой поверхностью радиуса г2=0,5 м (пример — приведенный в рабо-
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те [3]). Точные значения даются выражениями
1/ 2o)pro07-12{ [ ^ 2( l + P ) - f ] e iM,- r*) +  [ftr2( l - p ) + i ] e i'‘tr+r' J} l / r

Pi(r) =

P i ( r )  =

[k2rtr2$+ik (r2~r,) ] cos к (r2—r,) — г[k2r,r2+ 1 +ilcr2§ ]sin к (r2—r,) 

1/грши)1г12{[1сг2( 1 - р ) + г ] [ г “ |Г-Г1)- е " 1(г+Г“)]1/г
[/c2r,r2p+i/c(r2—r,) ]cos /с(r2—п) —г[/c2r,r2+l+i/c?-2p]sin /c(r2—r,)

где со — круговая частота, p — плотность окружающей излучатель среды, 
w0 — амплитуда нормальной составляющей скорости на поверхности из­
лучателя, (5=рcjz — удельный акустический адмитанс ограждающей сфе­
ры с импедансом z, с — скорость звука.

Рис. 1. Амплитуда давления прямого («), отраженного (б) и полного 
(в) полей, создаваемых пульсирующей сферой в пространстве, ограни­
ченном абсолютно жесткой сферической поверхностью: 1 — аналитиче­
ское решение; 2У 3 -  а= 0,2 м; 4, 5 -  а=0,32 м; «?, 5 -  расчет с использо­

ванием функции Грина ехр(-*А:[х-у|)/(4л;|х-у|)

г. м г ,”

Рис. 2. Амплитуда давления прямого (а), отраженного (б) и полного 
(в) полей, создаваемых пульсирующей сферой в пространстве, ограни­
ченном сферой с z= (0,94—1,480 pc: i  -  аналитическое решение; 2 ,3 -  
а=0,2 м; 4, 5 — а=0,32 м; 3, 5 — расчет с использованием функции Грпна

exp {—ik | х-у |) / (4 л | х-у  |)

В аналогичных выражениях работы [3] отсутствуют слагаемые с 
множителем exp[i/c(r+r2) ]. Как отмечено выше, это связано с представ­
лением падающего на излучатель отраженного от ограждения поля с по­
мощью функции Ханкеля второго рода K {Z)(kr), а пе Бесселя }0(кг) 
при определении аналитического решения задачи. Несмотря на то что 
выражение для давления полного ноля в обоих случаях получается
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одно и то же, использование подхода, приводящего к выражениям ( 11) , 
является более оправданным. Эти выражения следуют из формул (2) 
и (8) при подстановке в них характеристик суммарного поля на S 
и поэтому соответствуют реально существующему регулярному внутри 
ограждающей сферы отраженному нолю. Выражения, приведенные в ра­
боте [3], получить из суммарного поля с помощью (2) и (8) пе 
удается.

Расчет выполнялся для частоты 500 Гц, и;о= 0 ,1 м/с и двух значений 
поверхностного импеданса ограждения: z=°° (жесткое ограждение) и 
z =  (0,94—1,48г) рс (что соответствует 50-мм слою стекловолокна плот­
ностью 40 кг/м3, помещенному на жесткой стенке).

В качестве граничной поверхности S, на которой задавались значения 
Pz и дрх/дп, вычисленные с помощью выражений (1) и (И ), использо­
валась поверхность излучателя (а=г,) и поверхность промежуточной сфе­
ры с радиусом a=l,6?*i, что позволило проиллюстрировать справедли­
вость полученных выражений как для внешних, так и для внутренних 
относительно граничной поверхности точек.

Расчет осуществлялся посредством численного интегрирования в вы­
ражениях (2) и (8). Использовалось соотношение Im {й*(х, у)} =  
= —In i{g(x ,у )) (следующее из сопоставления ряда (5) с аналогичным 
разложением для функции Грина g(x, у), а также симметричность раз­
ложений для hN(x, у) и g(x, у) относительно радиальных координат: 
вместо вычисления Re(few(x, у )}  из (5) вычислялось значение 
Re{g(x, у)} для внутренней точки х' с г'=а’1г и результат интегрирова­
ния умножался на величину —}o{kr')lj\(kr). Аналогичным образом по­
ступали и при вычислении интеграла от R e{A *(x ',y)} для внутренних то­
чек х '. В этом случае в качестве множителя использовалось —п0(кг)1 
/«0(/сг'), и г= а2/г'. Это позволило ограничиться численным интегрирова­
нием только функции g(x, у) из (3). Значение давления суммарного 
поля вычислялось с помощью формулы (1). Для точек, расположенных 
на граничной поверхности, к вычисленным с помощью (2) и (8) зна­
чениям давления прибавлялось 0,5р£(у).

Приведенные на фигурах результаты расчетов иллюстрируют хоро­
шее совпадение при использовании выражений (2), (3), (5), (8) и 
большую погрешность при использовании в (4) вместо hN(x, у) функции 
Грина для сходящихся волн ехр(—£/с|х—у|)/(4я|х—у|). Увеличение рас­
хождения в окрестности граничной поверхности связано с малым числом 
интервалов, в пределах которых подынтегральная функция принимается 
постоянной при численном интегрировании: было взято 20 интервалов 
(«=20). При увеличении числа интервалов расхождение уменьшается 
и при «= 10 0  пе превышает 3%.

Наряду с давлением были рассчитаны значения нормальной состав­
ляющей колебательной скорости ws (r2) полного поля па поверхности 
ограждающей сферы и значение поверхностного импеданса ограждения 
z=pz(r2)lw^(r2). Рассчитанные значения z равны (0,95—l,47i)рс при 
а = г х, (0,96—l,56i)pc при а= 1,6 г( и хорошо согласуются с заданной ве­
личиной.

Р» заключение отмстим, что так как с ростом т члепы ряда (5) 
экспоненциально возрастают, с вычислительной точки зрепия важно 
иметь возможность ограничиться небольшим числом членов. В области 
низких частот (/с«<1) такая возможность обеспечивается отсутствием 
в поле излучения гармоник высоких порядков. Если же такие гармоники 
возникают при отражении (в силу отличия поверхности ограждения от 
фронта падающей на него волны), то заметный вклад они дают лишь 
в окрестности источника их возникновения и при распространении силь­
но ослабляются. Так, расчет поля точечного источника, помещенного в 
полупространство на волновом расстоянии /сй=2,5 от жесткой границы, 
показал, что для представления р{ (и р*) с погрешностью менее 1%  на 
сфере радиуса ка=0,1 (с центром в точке расположения источника) до­
статочно учесть две гармоники (А = 1) , при ка=1 — четыре гармоники 
(N=3) и при ка=2,5 (в окрестности границы) — восемь гармоник
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(N—7). При этом с ростом ка уменьшается величина членов ряда (5) 
одного порядка.

С другой стороны, так как рассматриваемый подход основан на раз­
биении полного поля на расходящиеся (hm) и стоячие (j„) волны, 
действие оператора HN эквивалентно вычислению разностей типа 
hm(ka)hm'(ka)-hm' (ka)hm(ka) и jm(ka)hm' (ка)— jm' (ka)hm(ka) и умноже­
нию их на (ка) 2jm (кг) . Первая разность равна пулю, вторая — вронскиану, 
W{jm(ka), hm(ka)}=il (ка)2, и конечна при любом т. В результате, если 
вклад отраженного поля в т-ю гармонику полного поля на граничной 
поверхности превышает погрешность ее определения, соответствующую 
гармонику отраженного поля удается восстановить вне S как бы пи был 
высок ее порядок.
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