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ДИНАМИЧЕСКИЙ ТЕНЗОР ГРИНА И УПРУГИЕ ПОЛЯ СИСТЕМЫ 
ДВИЖУЩИХСЯ ДИСЛОКАЦИОННЫХ ПЕТЕЛЬ В ИЗОТРОПНОЙ

ПЛАСТИНЕ

Читпо I t .  А .

Получены формулы, описывающие (в квадратурах) распределение 
полой скоростей смещения точек среды и напряжений, создаваемых 
системой произвольно движущихся дислокационных петель в изотроп- 
пой упругой пластине. Приведены выражения для фурье-трансформапт 
компонент функции Грина динамической трехмерной задачи теории упру
гости в изотропной цлоскопараллельыой пластине с произвольным рас
пределением нагрузок на ее поверхности.

Рассмотрим пластину изотропного упругого материала с плотностью р, 
ограниченную параллельными плоскостями x=±h.  Распределение дви
жущихся дислокации — источников упругих полей в среде — характери
зуется тензором плотности потока дислокаций /,•*=(г, I) [ 1 ] .  Возыикаю-

д
щее при этом поле скоростей смещения точек среды v ( r ,  £) =  —  u ( r , t)

at
(и —поле смещении точек среды) описывается динамическим уравнепием 
теории упругости [ 1 , 2]

Р ~  V, (Г, о  -U ,m V „V,Vm(r, t) =]t (r, t) , (1)

где ^Mm=p(c/2- 2 c f2)6,h6(m+pcl2(6iW6w+6I/6A«) -  тензор упругих модулей 
изотропной среды [1] ,  а с< и ct — соответственно скорости продольных и 
поперечных звуковых воли, У^-д/дх^ Вектор

Л(г, 0  V*//m(r, 0  (2)

задает плотность «объемных сил», порождаемых дислокационными пото
ками [1] .  Следует помнить, что величина (2) представляет собой в дей
ствительности скорость изменения (производную по времени) объемных 
сил, что связано со спецификой дислокаций как источников поля в среде.

Связь между v ( r ,  t) и компонентами тензора напряжений о»л(г, t) 
в среде с дислокациями [3]  ̂ ^

о*(М )=А ,ш т [ V, 1  dt'vm( r , n + l  dt'}lm(T, f )  ] (3)
— СО — СО

отличается от обычного закона Гука вторым слагаемым в (3) для обла
стей материала, в которых отличны от нуля дислокационные потоки. 
К системе уравнений (1) —(3) следует присоединить граничные условия 
на поверхностях пластины

а,Л( г ,0 ^ (в,и ^ = / Г ( К , 0 .  (4)

Здесь N(,|> -  векторы впешпих нормалей к поверхностям пластины: N(,) =  
=  (1, 0, 0) для x=h  и N(2)=  (—1, 0, 0) для x = - h , a f(a)(K, t) -  поверх
ностные плотности сил, приложенных к соответствующим границам; R — 
двумерный радиус-вектор в плоскости #=const, R2=y2+z2.

Система уравнений и граничных условий (1) —(4) однозначно опре
деляет поля v и oik в пластине по заданным градиентам дислокационных
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потоков и поверхностным нагрузкам. Именно эти поля представляют наи
больший интерес в задачах акустической эмиссии дислокаций, поскольку 
через них выражается плотность потока звуковой энергии в волновой 
зоне.

Будем искать решение линейной граничной задачи (1) —(4) в виде 
суммы решения неоднородного уравнения (1) в неограниченной среде 
и решения однородного уравнения, соответствующего (1) при J= 0 , по
зволяющего удовлетворить граничным условиям (4):

— <*> —ft

+  Z  1  < W  W G * '  (^ ,|a |R -R '; (R ', t'). (5)
a — 1,2 —со

Здесь dSt=dydz, dSz= —dydz, |,= ft, | 2= —ft; G* (r, t) — функция Грина 
динамической задачи теории упругости в неограниченной изотропной среде
[2], Си? (х, | | R; i) — функция Грина однородной краевой задачи в пла
стине (ср. с [4, 5 ]):

р С1Г (х, || R ; t) - \ ШтУ, V'GX (х, ||R ;< ) =0,(р>
(6)

v  ,G ™ {х, | . | R ;  t)  | Е =±fc= 6 ls6  (R )  6 (<), (7)

а ядро Hih(x, z '|R —R '; t—t') имеет вид

Н*(* , x' | R - R ' ; * -* ')  = 0  (<-*') KnximX
i - r

X  Z  1  dS"G%  ( x ,| (“' | R - R " ; i - f ' - T)V //G r  ( | < ° W | R " - R ';T ),
a—1 , 2  0

где 0(0 — ступенчатая функция Хэвисайда. Функция G\* 7P должна, кроме 
того, удовлетворять принципу причинности (при |R—R ' \-*-оо решение 
имеет вид расходящихся от источника в точке R = R ' волн) и теореме 
взаимности [2]:

G%\x, 1 1 R - R ';  t- t ')=G™  (|, х | R '- R ;  t ' - t ) . (9)

И литературе функцию Gin] называют также поверхностным тензором 
Грина1.

Соотношения (6) —(8) в принципе решают стоящую задачу. Излагае
мый подход по сути близок к проблеме построения резольвенты для 
динамической задачи теории упругости в ограниченной области в виде 
разложения но итерированным ядрам [6]. В общем случае такой метод 
приводит к бесконечной цепочке рекуррентных соотношений между чле
нами ряда. Ряд содержит конечное число членов, если для исследуемой 
области может быть найден поверхностный тензор Грина. Именно такая

1 Принятое в настоящей работе определение поверхностного тензора Грина (Н),
(7) соответствует интегрировав и ю в (5), выполняемому с соблюдением направления 
внешней нормали к поверхностям пластины, что соответствует принятым в матема
тической физике привычным топологическим определениям. В частном случае плоско- 
параллельной пластины функции может быть также введена для грапичного 
условия

k i x lm~-  Gmj  (я, £a |K ; l) Ua= ± h -± 6 o -6 (R )6 (0 ,
Ox I

где зпак плюс в правой части отвечает £а=Л, а знак минус -  При этом эле
мент поверхности dS2 в (5) и (8) изменяет знак на противоположный. Оба определе
ния, разумеется, эквивалентны и приводят к одинаковым результатам.

528



ситуация фактически имеет место в интересующей задаче, что связаио 
с простой формой границы среды.

Вместо того, чтобы решать громоздкую систему (6), (7) для нахож
дения компонент Gx($ воспользуемся простым и эффективным способом 
непосредственного решения однородного уравнения динамической теории 
упругости (уравнение (1) при J= 0 )  с граничными условиями (4). Пред
ставим решение указанного однородного уравнения в виде суммы про
дольного v<0 (г, t) и поперечного v <f>(r, t) полей

v ( M ) = I > ( M ) ,  (10)

удовлетворяющих в рассматриваемой области условиям

rotv(,)—0; div v (O= 0 . (Н)

Такое представление всегда возможно и однозначно в любой ограничен
ной области изотропной упругой среды [2]. Каждое из слагаемых (10) 
есть решение однородного волнового уравнения

- v <M (г, t) —с**Д v,X) (г, t) = 0 ; сх= с „ с „  (12)
ОI

а суммарное поле (10) удовлетворяет (с учетом (3)) граничным усло
виям (4).

Произведем преобразование Фурье но координатам R и времени в 
(10) — (12),  (3) и (4). При этом для Фурье-трансформант поля скоро
стей смещений точек среды v(Mb,(£, к) (к — двумерный волновой вектор 
в плоскости Y0Z4 k2=k*+kzz) получаем обыкновенные дифференциаль
ные уравнения

4"Т vtMtt (я, k) - g xV X)“ (X, к) = 0  (13)
dxz

(дх=У/с2—о>2/сх2) , общие решения которых удобно выбрать в виде суммы 
слагаемых с определенной четностью по х :

v^«(x,  к )= Л (Х>(о>, k)ch <hx+В (М(со, k)sh q,x. (14)

Подстановка (14) в (4) и (11) приводит к системе линейных алгебраи
ческих уравнений для 12 коэффициентов А (М и В (М. Учет условий (11) 
сводит задачу к системе шести уравнений, которая с помощью подходя
щего линейного преобразования разбивается на две независимые системы 
из трех уравнений каждая. Последнее обстоятельство очевидно заранее: 
оно связано с тем, что четность является интегралом движения, если 
поверхностные силы f<a)(B, t) в (4) представимы в виде суммы симмет
ричной и антисимметричной частей, а ото, как известно, всегда возможно. 
С точки зрения теории групп [7] это означает, что исходное представле
ние (система уравнений для А а> и В (М) разбивается в прямое произве
дение двух неприводимых представлений, если плоскость х=0  является 
плоскостью симметрии. Системы третьего порядка легко решаются; в ре
зультате находим фурье-траисформанты gi!-)w (х , £|к) компонент функ
ции Грина GiP (х, ||В ; /):

8<Г  (*, | | k) =  (6 ,* |к). (15)

Здесь М }? '(Ь х \к )  и МЦ)Ш (|,# |к) — матрицы с компонентами

W+q?)  Ф2 (х 11) ; М Т — 2i5,g(M>4 (* 16); 

м:T = - i ( k z+qtz) К  Ф3 (х 11 ) ;  ---- 2qJkJn ® i  (* 16);
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ДГГ*— 2?,А*Ф, (g I х) ■ M i r  = *  (**+<?,*) /%Фз (61*);СО®

(О®

1 (̂0®
aS

Мах = 2 ^ ^ а Ф 4(Ы-Г);

[  (*2+3<2) б « р -А :аА:э] Ф ,  ( |  | я )  - 4 ? *  (/с2б аР- * а /ср)  ¥  ( |  | ж ) ,

где греческие индексы пробегают значения у , 2 , а функции Фр(^|г;) и 
lF (u|y) определяются как

1 1
Ф 1  I v) =  —  cli qtu, ch qtv + —  sh qtи sh qiv1

A, Aa
1 1

Ф2 (а I и) =  —  sh qtu sh qtv +  —  ch qtu ch qtv
A- Aa

1 1
Ф3 (a I v) = —  ch qtu sh qtv +  —  sh qtu ch qtv,

A. Aa
1 1

Ф4 (и I v) =  —  sh qtu ch qtv +  —  ch qtu sh qtv,
A, Aa

1 1Ч? (u j v) =  —  cth qtu sh qtU ch qtv + —  th qtu ch qtu sh qtv, 
A. Aa

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

причем
Aa=(№+qt2) 2ch qth sh qth—4k%qt ch qth sh qth, (21)

Aa= (/r+ g *2)2sh qth ch д,Л--4&2ад, sh qth ch qth. (22)

Особо обратим внимание на то, что Фр(^|у) и Ч*(ц|г>) не обладают 
симметрией по отношению к перестановке аргументов. Вместе с тем пол
ная функция Грина (15), как легко видеть, удовлетворяет теореме вза
имности (9). Отметим также, что разбиение (15) на сумму продольного 
и поперечного слагаемого обусловлено исключительно соображениями 
удобства классификации волновых решений в пластине.

Фурье-трансформанты ядра 11&{ху x '|R ; t) получим, воспользовавшись
(8), (15) и известными выражениями для трансформант функции

18]:

V  (*. * '  Iк ) =  7— r Z _ t Z - i
JSJC0

- -  Г  V  [ДГ‘Ч- {x< и  I k ) <£>• {h> X' I k) e« . ' _

- M i r  ( * , - A | k ) C “ ( - M '  |k ) e — 4
(«)®

-no!1 (23)

2«
Здесь

; ,в ( 6 , * ' |к ) = * ‘° [  t f - 2 ) ^ e te- 2 ? l* ( g - * ' ) * H  ,
L Cl J

b T  ( 6 , * ' |k )  =  - { s I '1 [* /4 q lS(g - * ' )  +  — 26 * ]  +

(24)

(25)
1 с,- J >

■eje,
s (al=  (qas(%—x ) , iky, ikz) . (26)

Выражения для фурье-трапсформант упругих полей, создаваемых си
стемой дислокационных петель, произвольно движущихся в плоскопарал-
530



дельной изотропной пластине, имеют, таким образом, вид
п

V* (х, k) =  j  dx' [g-s*“ ( х - х ',  к) - h , h° (,х, х ' | к) ] (х', к) +
-h

(Р)О (1)« (р) со (2)to+g„ (*А\т ( к ) - Л ,  ( * , - Л |к ) / ,  (к ) ,
а также

о,Дх, к ) = ^ - [  V, (х, к) Ут“ (х, к) + ; |т“ (х, к) ], (28)
М)

где V (х , к) = (д/дху —ikyy - ikz), а /“ (я, к), f ,u>“ (k) и /7т“ (я, к) — трансфор
манты соответствующих функций.

Расчет полей и координатно-временном представлении сводится к вы
числению интегралов для обратного преобразования Фурье выраже
ний (27) и (28). При выполнении этого преобразования возникают стан
дартные проблемы учета аналитических свойств трансформант (27), (28) 
и классификации волновых решений [9]. Получение спектральных и 
пространственно-временных характеристик нолей звукового излучения 
дислокационных систем станет предметом отдельной публикации.

Результаты настоящей работы позволяют выписать функцию Грина 
трехмерной динамической задачи теории упругости в изотропной пласти
не со свободными границами. Компоненты этой функции должны удов
летворять системе уравнений

р ~  С ц(х, х ' | R; t) - \ ШтV„V,Groi(x, х ' | R; t) =6„6  (R) б (f) (29)
и I

и граничных условий
^ V , G rrtJ(x, x '|R ; t) | ,-±*=0, (80)

смысл которых очевиден [2, 6, 10 ]. Из изложенного выше ясно, что

Gu(х, * ' |R ;*) (31)
Фурьс-траысформанты этой функции получаем с учетом (15) и известных 
результатов [8]:

g,r  (*, х ' | к) =  - Ц {  */“ —  e~̂ x~x',ч, -

г * р :  *  (32)
_[ s</> s<‘> + ̂ -б„] — е - '~ ъ }  - К ° ( х , х ' |к).

Ci
Формулы (27), (28) и (32), относящиеся к трехмерной задаче, сводят

ся к плоскому случаю (например, в плоскости z=0) простым предельным 
переходом кг= 0. Связанные с этим переходом операции очевидны, и не 
будем останавливаться па их обсуждении.

Функция Грина в виде (31) реализует программу расчета, намечен
ную в [6, 10 ], где, однако, нет никаких-либо конкретных результатов. 
Фурье-трансформантьт функции Грина для динамической плоской задачи 
в пластине получены в [ 1 1 ]  методом, отличным от использованного в 
настоящей работе (так называемым методом «склеивания» линейно неза
висимых решений [ 12]) .  В [13] рассматривалась задача построения 
трехмерной функции Грина в пластине методом аналитического продол
жения «поверхностного» решения. Результаты работы [13] ,  весьма изящ- 
пые в математическом отношении, представляются не вполне удовлетво
рительными по той причине, что разложение по системе иормальпых 
волн (дискретный спектр) представляет собой не все решение. В функ
ции Грина имеются слагаемые, обусловленные вкладом берегов разрезов, 
соединяющих точки ветвления к=±\ы\/су бесконечно удаленной точкой 
в комплексной /с-плоскости (непрерывный спектр). Интегралы по непре
рывному спектру не малы по сравнению с суммами по дискретному
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спектру; они тем более не могут быть отброшены, если речь идет о по
строении точпого решения. Таким образом, проблема обращения транс
формант трехмерной функции Грина остается открытой.

Результаты настоящей работы выражают фурье-трансформанты упру
гих полей v (г, *), а* (г, t) и функций Грина G«(s, s '|R ; $) и G(p) (х, x'\R; t) 
в компактном виде, удобном для расчета акустической эмиссии дислока
ционных систем и позволяющем учитывать как вклад объемных дисло
каций, так и эффекты, связанные с выходом дислокаций на новерхпость 
среды [ 1 4 ] .
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