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СУЩЕСТВОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТНОЙ АКУСТИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ 
В МНОГОСЛОЙНОЙ СИСТЕМЕ ИЗ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИКОВ

И ва н о в  Л . Д . ,  Е есс еп и х  Г .  Г .

Д о к а з а н а  тео р ем а  с у щ е с т в о в а н и я  п о вер хн о стн о й  а к у ст и ч е ск о й  вол­
н ы  в м ногослой н ом  си ст ем е , с о ст о я щ е й  и з  п п ь е зо э л е к т р и ч е ск и х  слоев 
н а  п ь езо эл ек тр и ч еск о й  п о д л о ж к е .

Поверхностная акустическая волна (ПАВ) представляет собой линей­
ную комбинацию парциальных волн, каждая из которых является реше­
нием уравнений движения теории упругости и уравнений электростатики. 
Эта линейная комбинация в совокупности должна удовлетворять граничным 
условиям при искомом действительном значении скорости и [1—4]. По­
скольку число парциальных волн равно числу граничных уравнений, то, 
казалось бы, при нахождении v не должно возникать сложностей. Однако 
в общем случае система граничных уравнений является комплексной,
и при действительном значении v она может оказаться переопределенной. 
Это означает, что действительные значения v получались бы в исключи­
тельных случаях. Иными словами, ПАВ могла бы распространяться толь­
ко в отдельных направлениях. Отсутствие переопроделенности означает, 
что ПАВ может существовать в любом заданном направлении.

Теорема о существовании и единственности решения для скорости 
ПАВ в упругом [2, 4, 5] и пьезоэлектрическом [3, (5J полупространствах 
доказана несколькими различными способами. В настоящей работе дока­
зывается теорема существования ПАВ в многослойной системе, состоящей 
из пьезоэлектрической подложки, па которую нанесены п различных пьезо­
электрических слоев.

Уравнение движения упругих воли в пьезоэлектрическом кристалле в 
квазистатическом приближении запишем в виде

где Сцьт (i, /, ку т = \у 2, 3) — компоненты тепзора модулей упругости, 
Ck}kmB eJkm (у, к , т = 1 , 2, 3) — компоненты тензора пьезоэлектрических пос­
тоянных, СШ4= е j,„ (/, т = 1, 2, 3) — компоненты тензора диэлектрической 
проницаемости, £'илгм===0 для всех ку т [3]. При этом тензор Cijkm (£, /, ку т=  
=  1, 2, 3, 4) сохраняет все свойства симметрии тензора упругих постоян­
ных Ciikm=Ckmii=Cmkji. Вектор механического смещения плоской монохро­
матической волны, являющейся решением уравнений (1), запишем в виде

Выберем систему координат так, чтобы ось х3 была перпендикулярна пло­
скости контакта подложки и первого слоя, а ось совпадала с направле­
нием распространения волны. При этом /; ,= 1/щ /;2= 0, а компонента р3 
определяет характер изменения амплитуды волны при удалении от по­
верхности подложки и слоя. Векторы амплитуд и = (а ,, а2, а3, а*) волны
(2) и относительные значения p= p3lp i определяются уравнением Грина — 
Кристоффеля для пьезоэлектрика, полученным из (1), (2) [3]:

где /= d iag (l, 1, 1,0) — диагональная матрица 4X4, а матрицы R y S, Т

(1)

Uj=aj exp [ко(t—pmx m)y j= 1, 2, 3, 4, m = 1, 2, 3. (2)

(Hp2-rSp+T—pv2J)u=0, (3)
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имеют вид [3]
Rv>=C«'3 J 3 , Sij— V f j +  Vji, V ij— Ci3ji,  Ta—  c iiii-

Пусть подложка заполняет полупространство х3̂ 0 .  Тогда волна будет по­
верхностной, если выполняется условие

Im /;>0. (5)
Уравнение (3) имеет ненулевое решение при условии

det( Rp2+Sp+T—pv2J) =0. (6)
Это уравнение восьмой степени относительно р и при значениях скоро­
сти у, меньших некоторой предельной [4, 6], оно имеет восемь комплекс­
ных решений, четыре из которых удовлетворяют условию (5). Обозначим 
их р 1 . . .  /д, а остальные четыре — комплексно-сопряженные зпачения 
Р1 •••/>4. Как видно из (2), в выбранной системе координат каждому из 
этих решений соответствует своя, определенная с точностью до амплиту­
ды парциальная волна

Ща &}<х ехр /= 1 ,2 ,3 ,

где а  означает номер парциальной волны, а индекс / — номер координаты. 
Решение для ПАВ в подложке запишем в виде линейной комбинации пар­
циальных волн

4

u =  X ,  }аиа. (8)
а=1

Для удобства последующих выкладок введем матрицу P=diag(/?„ р2, рз, 
Р>.), где /;а (сс=1, 2, 3, 4) — корни уравнения (6), удовлетворяющие усло­
вию (5), и матрицу U размером 4X4, столбцами которой служат векторы 
амплитуд аа=  (я1а, а2«, а3а, а*а), а также вектор f«=(/ia, /2«, /3«, Да), коор-. 
динатами которого являются коэффициенты в решении (8). Уравнение
(3) запишем теперь в виде

RUP2+ SU P + (T -pv2J)U=0. (9)
Будем считать, что на подложку нанесены п слоев, так что каждый 

/t-й слой толщиной hk (к=  1, 2, 3 . . .  п) занимает полосу hk- x< xs< hky где 
ho=0. Суперпозиция парциальных воли, составляющих ПАВ в такой мно­
гослойной системе, описывается аналогично (8). Для каждого из слоев в 
силу конечности его толщины условие (5) выполняться не должно. Следо­
вательно, в слое матрица амплитуд будет иметь размер 4X8. а матрица 
Р — размер 8X8 и вектор коэффициентов в уравнении, аналогичном (8), 
будет иметь восемь компонент. Числа р{ . . .  ps не обязательно должпыбыть 
все комплексными. Поэтому будем нумеровать корни ра для слоя так, что­
бы ра и ра+\ были либо оба вещественными, либо комплекспо-сопряжеи- 
иыми. Это позволяет матрицу амплитуд в слое представить в виде [£/, У], 
где U — матрица размером 4X4, столбцами которой являются амплитуд­
ные векторы а« (а=1, 2, ,3, 4), а У —остальные векторы аа (а= 5 , 6, 7, 8); 
при этом а-е столбцы матриц U и У будут сопряженными, если ра+ь=Ра.

Вектор F коэффициентов в уравнении, аналогичном (8), запишем в 
виде F = (f, g), где f=  (/, . .. Д), g = ( /5. . .  /в). Вместо матрицы Р размером 
4X4 в слое будем иметь диагональные матрицы размером 8X8, которые 
запишем в виде

где P=diag(p, . . . р<), a (?=diag(/;5.. . р8). Введенные матрицы удобно ну­
меровать так, что помер 0 соответствует подложке, а номер к=  1, 2, 3. . . .  п 
соответствующему слою.
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Уравнения движения (9) для подложки и слоев принимают вид
RoUoP0i+S0UllPll+ ( 2'.-р„гг7) £/»=О, 
RkUkIV + SkUkPk+ (Th- p kv4 ) Uk= О, (10)

RkYkQĥ S kYkQk+ ( Tk- 9kv4) У *= 0 , k=1 .  . . гг.

Для удобства записи граничных условий введем матрицы

cpft = d i a g [е х р (—i/;*, Л - , ) ] ,  Ф//' = d iag [ e x p (— a+A - i ) ] ,  
% ' = diag [exp(-ipk, <A)], i|)b" = d i a g [ e x p ( - i / ; „ ,  a+A ) ]. (11)

Отметим, что здесь ft — помер слоя и по нему суммирование не произво­
дится .

Введем также матрицы

где |= d iag (0 , 0, 0, ie0), а е0 — диэлектрическая проницаемость среды над 
верхним слоем.

Граничные условия равенства механических смещений, тангенциаль­
ных составляющих электрических полей, а также граничные условия ра­
венства соответствующих компонент тензоров упругих напряжении и 
нормальных компонент электрических индукций на плоскости контакта 
подложки и первого слоя с помощью введенных матриц запишем в виде 
единого уравнения

Условия жесткого контакта (ft— 1) и /с-го слоев примут теперь вид

а граничные условия механически и электрически свободной верхней по­
верхности /г-го слоя запишутся в виде

Исключая из системы уравнений (11) —(17) все неизвестные, кроме 
получим одно комплексное уравнение

Естественно было бы ожидать, что для действительных значений v оно 
будет разрешимо только при некоторых соотношениях между матрицами 

S k, Тк, поскольку задача формально является переопределенной. Одна­
ко для пьезоэлектрической подложки без слоев (hk=0; ft= l, 2 , . . .  п), т. е. 
для пьезоэлектрического полупространства, доказано, что переопределеи- 
ыость не имеет места [4—6]. Покажем, что и для многослойной системы 
задача переопределенной не является. При этом искомое значение скоро­
сти v должно определяться всеми параметрами материалов многослойной 
системы.

ok=RkUJ>k+VhUk, Dh=RkYhQh+VhYh,
(12)

и матрицы А'а, Lh, Mh, Nh, такие, что

(13)

Положим также
ак=Ек<рк, к= 1 . . .  (гг-1)

(14)

0

(15)

—ahYк- к—2 , . . .  /г, (16)

№ = о . (17)

Ф, (у)+гФ2( у) =0. (18)
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[® i(^)+i® 2(»)] [Фз(^)+^Ф4(г̂ )] =0. (19)
Чтобы эти уравнения были эквивалентны, необходимо

Ф з ^ Ж Ф Д ^ О  (20)
для тех значений v, которые являются решением уравнения (18). Выбе­
рем функцию Ф3( у)+£Ф4(^) так, чтобы уравнение (19) было веществен­
ным и тем самым покажем, что рассматриваемая задача не является пере­
определенной. Отметим, что выбранный способ доказательства не будет 
включать в себя некоторые исключительные значения v. А именно все 
те значения у, для которых хотя бы одно из уравнений (6) для материа­
лов слоев или подложки относительно ра имеет кратные корни. Кроме 
того, должны быть исключены все те значения и, для которых хотя бы 
одна из матриц Uh, У*, oft, Dk будет особенной. Необходимо также исклю­
чить все те значения v, для которых будет особенной определенная ниже 
формулой (3) матрица Z2. Для остальных v уравнения (18) и (19) бу­
дут эквивалентны. Эти ограничения практически не снижают общности 
задачи, поскольку все исключаемые значения и задаются не полным на­
бором параметров (4), (14) многослойной системы, а только некоторыми 
ее компонентами. Так, например, матрица Z2 определяется только слоями.

Поскольку отыскание функции Ф*{и)+1Фк(и) и доказательство веще­
ственности уравнения (19) опирается на свойства уравнений (1), внача­
ле рассмотрим эти свойства.

Из системы уравнений (10) получим несколько соотношений между 
матрицами Uki У*, оЛ, Dk для подложки и слоев (к= 0, 1, 2, 3 , . . .  п). Ин­
декс к  для слоев в этом разделе для удобства будет опущен.

Рассмотрим матрицу Q=Y"6+D'U. Здесь и далее черта сверху будет 
означать комплексно-сопряженную матрицу, а звездочка — эрмитово-со­
пряженную, например У*=УТ, где индекс Т означает транспонирование. 
Как видно из (3), (4), (7) матрицу Q можно записать в виде Qap=

и:l»(ppRU>+VU,) +  ( р * Ж +Я + и а+кУ)и>= (pa+4- p p) tiU jlU t+ U aJSU i.

Отсюда получим (pa+4— {T—pV2J)Ufi—Ua+i(pV2J— Т) ?7э=0.
Но ра-м^Рэ, если среди корней уравнений (6) нет кратных. Следователь­
но, Q=0 и имеет место соотношение

Y U -D 'l7=0. (21)
Для подложки уравнение (6) не имеет действительных корней в силу
(5). Поэтому Uо=Уо, ^о=А> и уравнение (21) дает равенство

Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  з а м е н и м  у р а в н е н и е  (1 8 )  у р а в н е н и е м

и 0 00— Оо (22)
которое означает, 

Умножая обе 
получим

что матрица f/0a0* косоэрмитова, 
части равенства (21) слева на У*-1 и справа па

откуда
оЕ/-Ч-У*"Я'=0, (23)

Ua~l+ D '-'Y ’=0. (24)
Умножая обе части равенства (23) слева на 
лучим,что

и справа па D ' " Y по-

откуда
U-'a’+ D Y -'= 0, (25)

o-'U-+YD~'=0. (26)
Соотношения (21) —(26) по существу являются соотношениями ортого­
нальности, аналогичными [5].
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Аналогично доказательству соотношений ортогональности (21) полу­
чим, что матрицы К , L, М, N  диагональны. Кроме того, для них справед­
ливы соотношения

Maa=Naa= 0, если р„=Ра 

Каа=Ьаа=0, если Ра^ра.
(27)

Отметим также, что по определению столбцы матриц U, Y  с номером а  
вещественны, если ра= ра и комплексно сопряжены друг другу, если раФ 
фра. Поэтому

U+Y=U+Y, o+D=u+D , (28)
а также

DN=oN, YN=UN , oL=cTL, YK=YK,
oM=DM, UM=YM, DK=DK, UL=UL.

Покажем теперь, что матрицы Е (13) являются обратимыми. В самом деле, 
по определению входящих в нее величин матрицу Е можно представить 
в виде

/О  1 )1  UP
'й  f ' '  f/ Y ' '

Е

Поскольку столбцы матрицы
/U P  YQ
• U Y )■

согласно (3), являются собственными векторами матрицы
R -'S  R ~ '{T -pv2J) \

О '

псе собственные числа которой являются различными, то матрица Е об­
ратима.

Из равенства (14) следует также, что матрица
(К  ДА

обратима. Поэтому A/aa^0^/V aa для ра^р *  и для р*=р*. От­
сюда следует, что матрицы К±М  и E±N  обратимы и матрицу Е~'ВЕ*~\ 
обратную матрице (14), можно представить в виде

Е-'ОЕ'-А!LG -M G  
NG KG Ь (29)

где G = (K + M )-i( L -M ) - '= (K -M ) - [{L+N)-'
Из соотношений (15), (29), принятого способа нумерации корней и со­

глашения о столбцах матриц £/, У вытекают равенства Ек~'$Е ~1 =

и Eh-'QE[ 1- « - ‘ * • Следовательно, 1 = рл“10рл 1 .
Умножая обе части этого равенства слева на р* и справа на рй\  получим 
необходимое для дальнейших выкладок соотношение

!8ah 1рл*=0- (30)

Доказательство теоремы существования, как было показано выше, 
сводится к  доказательству отсутствия переопределенностн уравнения
(18). Для этого найдем множитель (20) и покажем, что комплексное 
уравнение (18) эквивалентно вещественному уравнению (19).
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И с к л ю ч а я  в е к т о р ы  F,, и з  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  (1 5 )  — ( 1 7 ) ,  п о л у ч и м

det

Ро

Рп-1 а п
.......... Рп

Для упрощения уравнений (31) найдем вначале матрицу

а,
Pi «2

О

=  0. (31)

а,
Pi а 2

Р2«3 '
• • P/i-l^n

-1

(32)

где

ТМ”* ( 1p«-iCC<-ip<-206|-2 • • • 71* —
Умножая матрицу равенства (31) на матрицу

( т ° \
'О /  / ’

где I  — единичная матрица размером 4X4 (12), получим 

откуда следует

(33)

(34)det(p„"fnlpo)=0.
Раскрывая произведение jVymjJo и используя (15), (32), преобразуем 
(34) к виду

det(Zl£/„+Z2o„)=0, (35)
где

2 ,= (о п+ ^ п)ф„'Л(+(/)„+|У„)г|,л''5 „  г=1, 2, (36)
и матрицы Ai, Bit размером 4X4, определены равенством

М . А Л
Тв‘

(37)

Умножая матрицу определителя из уравнения (35) слева па U0*Z2~\ по­
лучим

.• - 1det[ Ua’Z2~' (Z,Z2*)Z2 Ut+U0'a„] =0. (38)

Это уравнение представляет собой развернутую запись уравнения (19), 
которое отличается от уравнения (18) множителем (20). Сопоставляя 
уравнения (18), (19), (31), (38), находим искомый множитель

Ф3 (у)+£Ф4(у) = det у del(f/0’Z2_1) . (39)
71

Как видно из (33), det у =  П del а* 1 =5̂ 0, поскольку матрицы Ек (13)
й=1

обратимы. Кроме того, de ttV ^O  и detZz^O для всех неисключаемых 
зпачепий скорости и. Следовательпо, для таких значений v уравнения
(18) и (19) эквивалентны, поскольку выполняется уравнение (39).

Теперь необходимо проверить, что уравнение (38), эквивалентное 
уравнению (19), является вещественным. Для этого достаточно убедить­
ся, что матрица уравнения (38) является косоэрмитовой. Второе ее сла­
гаемое косоэрмитово в силу свойства (22). Остается показать, что косо­
эрмитовой является матрица Z,Z2‘, т. е. проверить равенство

Z1Z2*+Z2Z1*=0. (40)
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Подставляя вместо Z, и Z2 их выражения (36), получим, что
Z,Z2*+Z2Z,-= (о„+£Н„И„' (Л ,Л2Ч-Л2Л ,*)$»' (о„—Н„£) +

+  (А .+ |У „И „" (В А Ч -а д - )ф .*  (А ,*-У „|) +
+  (А>—|У »)tfc," (0 ,4 2’+ fi2A,*)$„' (o„*-t/n*g)+
+  (o .+ I^ „ ) V  ( Д / - У Л ) .

Заметим теперь, что скобки (Л1А2’+А2А 1'), (В,Вг‘+В2В ‘), (BiAC+BzAC) 
и (AiBz+AzB’) являются блоками матрицы

2 =
А 1 А2 Аг‘ В2
Z?, В2 АС ВС

Пользуясь выражением *(„, через а  и [5, из (33) получим:

-1 -1 • -1« • —1.2 = а п_|ря_,а„_1рп_2а„-2. .. р1а 2 '0а, р,ап_, рп_,а„ -I

*-1Применяя свойство (30) (п—1) раз, получим далее 2=сс„ '0a,t и в силу
(21), (29), (14) находим

к п м п - 1 LnG - M nG
Nn Ln —NnG K„G

2  =

Равенство (40) примет теперь вид
Z)Z2*+Z2Z1*= [ (anL„—DrN„)Ga„m+{D„Kn—o„M„)GDn’} 

- I t  {UnLn—YuNn)G U n+ (YnKn—U„Mn)GYn'] 1+

+ |[  (UnL n— YnN„)Gon'+(Y„Kn—U„Mn)GDn’] -  
— [(a„Ln—DnN„)GUn'+(D,lK,l—anM„)GY,’] .

(41)

Используя (29), получим anL n- D nNn=-3n(Ln- N n), UnLa-Y„ N n=Un{Ln— 
—Nn), D„Kn—anMn=Dn(Kn—Mn), YnK„—UnMn=Y„(Kn—Mn) . Учитывая ра­
венство (L n—Nu)G = (K n+Mn)~ \ (K ,—Mn)G = (L n+Nn) - \  преобразуем
(41) к виду ZiZz‘+ ZzZ:= [an{Kn+Mn)-'a,;+ D n(L n+Nn)-'D n- ) - l{ U n{Kn+ 
+M„)-'Un’+ Yn( l n+Nn)- 'Y n-]b, + %[Un(Kn+Mn)- 'a n‘ + Fn(L„+lVn)-‘A.*]- 
— [^„ (Kn+M„) 4Jn‘+D„(Ln+Nn) 1У„*] g. Докажем теперь равенство

<?„ (K„+M„)-'on‘+Dn (Ln+Nn)~'Dn'=0. (42)

Оно эквивалентно равенству o„ '(K n+M„)an '+D„ 1 (L„+Nn)D„ '=0 . 
Подставляя в левую часть этих равенств вместо Кп, Ln, М„, Nn их выра­

жения (14), получим о„ ‘ (K„+Mn)an~'+Dn ‘ {Ln+Nn)Dn~'=on‘Un(on+

+ Dn)dn~' +(^/„+У„)й„-,+ ^ )Г , Yn(Dn+on)D n- l+{Un+Y„)Dn-'. Поль­
зуясь соотношениями (21) —(26) и тем, что матрицы £/„+У„ и an+Dn ве­

щественны, получим теперь о,, ' (К,1+Мп)д’,г '^В „  (Ln+Nn)B n~'—0,
откуда следует равенство (42). Аналогично получим, что

Un(Kn+Mn) - ‘Un'+7„(L„+JVn) - lYn-=0. (43)

Используя приведенные выше соотношения (42), (43), получим
Z1Z24-Z2Z,*=|[t7„(A:„+Mn) - ,an*+yn(Ln+iVn) - ,n n- ] -

-[«un(Mn+Kn)-'U n-+Dn(Ln+N„)-'Y„-] g. (44)

Осталось проверить, что выполняется
Un (К„+М„ )-1о„*+Уп (L n+Nn )-'/)„*= 
=-Zn{Mn+Kn)-'U n-+Dn(Ln+Nn)- 'Y n‘. (45)

665

-i



(4 6 )

Для этого заметим, что согласно (3), (21) —(26)

On” "1 (Кп +Мn)t/„ -1= I - Y nDn-  'оп Un- \

d ; ~ 1 (Ln+Nn)Y n~1= I - U nan~iDnYn’-i.

Обозначая имеем ( l-T F )“1+ ( /-W '- ,) “1= ( i -W )~ '+
+ W (W —I)  *=/. Аналогично получим, что

Ъп (Kn+Mn)-4Jn'+D n (Ln+Nn) - 1 Ynm= I. (47)
Из (44) —(47) следует, что ZiZ2*+Z2Z l*=%)I—/£=0. Это соотношение озна­
чает, что матрица Z,Z2‘ является косоэрмитовой. Отсюда следует, что мат­
рица уравнения (38) также является косоэрмитовой, а уравнения (38) 
и (19) являются вещественными. Иными словами, в рассматриваемой за­
даче переонределеиность не имеет места.

Таким образом, доказана теорема существования ПАВ в многослойной 
системе из п пьезоэлектрических слоев на пьезоэлектрической подложке.

ЛИТЕРАТУРА
1. О липе р Л. Поверхностные акустические волны. М.: Мир. 1982.
2. Taylor D. В. On the existence of elastic surface waves//Q. J. Mech. Appl. Math. 1978.

eNs 31. P. 335—347.
3. Taylor I) . B., Crampin S. Surface waves in anisotropic media: propagation in a homo­

genous piezoelectric half-space/ / Proc. Boy. Soc. L. 1978. V. A364. P. 161-179.
4. Lothe Barnett  D. M. On the existence of surface-wave solutions for anisotropic

elastic half-spaces with free surface//J. Appl. Phys. 1976. V. 47. № 2. P. 428-433.
5. Barnett  D. M., Lothe J. Consideration of the existence of surface wave (Rayleigh wave)

solution in anisotropic crystals // J. Phys. F. Metal Physics. 1974. V. 4. № 5. P. 671- 686.
6. Lothe Barnett  D. M. Integral formalism for surface waves in piezoelectric crystals.

Existence considerations/ / J. Appl. Phys. 1976. V. 7. № 5. P. 1799-1807.
Институт кристаллографии 
Академии паук СССР

Поступила в редакцию
6.Х 11.1988

666


