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ГЕНЕРАЦИЯ ГАРМОНИК ПРИ РАСПРОСТРАНЕНИИ 
УПРУГИХ ВОЛН В ТВЕРДЫ Х НЕЛИНЕЙНЫХ СРЕДАХ

Методом теории возмущений исследуются основные закономерности 
распространения продольных упругих волн в средах с разномодульной н 
гистерезисной зависимостью «напряжение -  деформация», находятся 
амплитудные зависимости скорости распространения, потерь, уровней 
высших гармоник.

Исследования последнего времени показали, что распространение 
упругих сейсмических волн сопровождается ярко-выраженными нелиней
ными эффектами, один из которых — появление новых спектральных ком
понент в гармонической волне, создаваемой мощным вибратором [ 1 —5]. 
Результаты экспериментов обычно интерпретируются в рамках классиче
ской теории упругости, при этом зависимость «напряжение а — деформа
ция е» представляется в виде разложения в ряд Тейлора по малым де
формациям с точностью до квадратичных членов [0]:

Такого типа зависимость для продольных упругих деформации в твердом 
теле следует из пяти константной теории упругости [6], причем Е и л( 
являются комбинацией линейных и нелинейных модулей упругости. 
В этой модели нелинейные свойства среды характеризуются парамет
ром -у, независящим от амплитуды деформации. Для Земных пород этот 
параметр достигает значений 103—104 [4].

В работе [7] отмечалась зависимость параметра у от амплитуды де
формации, что свидетельствует о неправомерности описания грунта Зем
ли при помощи разложения (1) . Для объяснения этого факта высказы
вается предположение о разиомодульности грунта при сжатии и растя
жении. Такая разпомодульпость наблюдалась и в ряде других материа
лов [8]. Одной из причин, приводящих к разиомодульности среды, явля
ется, например, наличие микротрещин, уменьшающих модуль упругости 
при растяжении [9, 10].

При относительно больших амплитудах деформаций в породах Земли 
могут возникать локальные микропластические деформации, приводящие 
к гистерезисной зависимости о(е) [ 1 1 ] .  Микропластичность здесь может 
быть обусловлена нарушением структуры твердого тела, движением дис
локаций в поликристаллических телах [12 , 13] и т. д.

Здесь рассматривается процесс распространения упругой волны и ге
нерация высших гармоник для двух моделей сплошной среды: с разно- 
модульной упругостью и с гистерезисной зависимостью «напряжение — 
деформация». Исследование направлено па выяснение закономерностей 
генерации гармоник в нелинейных средах с целью получения информа
ции о типе зависимости о(е).

В одномерном случае распространение упругой волны в нелинейной 
среде будем описывать уравнением [6]:

Н а за р о в  В . Е . ,  С у т а н  А . М .

где О)

ро и и=ох(е), ( 2 )
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Рис. 1. Зависимость о(е) для разномодульной модели среды 
Рис. 2. Зависимость о(е) для гистерезисной модели среды

где U — смещение частиц в волне, р0 — невозмущеиная плотность среды, 
e=Ux.

Граничное условие зададим в виде гармонического воздействия:

е(я=0, t)=e0sintot. (3)

Для разномодульпой среды уравнение состояния может быть пред
ставлено в виде кусочно-линейной функции (рис. 1) :

, ч Iо (б ) = 1
1 А -е ,

е > 0

£ < 0 ( 4 )

где Е+, Е_ — модули упругости среды на сжатие и растяжение, соответ
ственно.

В  принципе существует довольно большое число моделей сред с ги
стерезисной зависимостью «напряжение — деформация» [12, 13].
Здесь рассмотрим модель с малой микропластичностью и при отсутствии 
остаточных деформаций. Для зависимости о (г) с малыми отклонеииями 
от закона Гука можно использовать разложение этой зависимости на каж
дом участке в ряд Тейлора и ограничиться квадратичными членами раз
ложения. Таким образом представим о(е) в виде (рис. 2)

о(е)

£ ( e - T e> е>0, ь«>0

е>0, е,<0

s f e + ' y e 2 ). е<0, 8|<0

в 2 « '}• £<0, 8(> 0 , •

( 5 )

где 4 iS0<  1.
В этой модели четыре параметра нелинейности уи у2, Уз, ус, в зависи

мости от соотношения этих параметров уравнение (5) описывает широкий 
класс сред. При ^1 = —Тг=—Тз=Т4=Т из (5) получаем уравнение (2). Мо
дель с линейным возвратом ( y i^ y ^O )  использовалась для описания не
линейных акустических эффектов в металлических резонаторах [ 14].

Уравнение (2) отражает нелинейность уравнения состояния среды, 
по не учитывает пелипейность уравнения движения, которую считаем
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существенно меньшей. Это справедливо при выполнении условий:

|е| =  — 7

Уравнение (2) представим в виде:

где дли разиомодульнои среды:

Е ++ Е -
° 2р0 ’

для гистерезисной модели среды:

+ * _ ■  | в | « 1 ; (6)

■ |е | « 1 . (?)

-8«=/'’ (б), (8).

д2
F{е ) - р  г (е signs);дх (9)

Е
ро ’

F{ е) =
д:
дх‘

I

Л*..*
2  ’

2  60 2  ’

е > 0 , е < > 0

е > 0 , е , < 0

(Ю)

е < 0 , е * < 0

е < 0 , е(> 0 .

Ниже будет показано, что при выборе с0 согласно (9) фазовая ско
рость всех гармоник в разномодульной среде равна с0. При другом выбо
ре с0 получим, что скорость волны будет отличаться от с0, но добавка к
решению приведет к изменению скорости звука до величины У (£++
-КЕ_)/2р0.

Будем предполагать, что правая нелинейная часть уравнения (8 ) мала, 
и его можно решать методом последовательных приближений. Для этого 
необходимо выполнение условий:

№1« 1 .
( И )

l ^ e o K l

для каждой из рассматриваемых сред, соответственно. В этом случае ре
шение уравнения (8 ) будем искать в виде медленно меняющейся волны 
на основной частоте и волн, на частотах высших гармоник, уровепь ко
торых много меньше амплитуды волны на основной частоте:

со

е(х. t )=  7  ,8Я(^)эт[?г9+гРп(ж) ], ( 1 2 )
7 1 =  I

где
0=со (t  — —  ) +  Ф (я), 4f i=0, еп< е ,.

V  Со '

Подставляя (12) в (8 ) и оставляя в правой части этого уравнения сла
гаемые только на основной частоте, получаем:

со

sin(rc6+4/„) +  - ^  е„ sin(re0+'F„))  = - F l e 1 (г) sin 0], (13)
n  =  l

где Кп=п(о1с0.
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Разложим правую часть этого уравнения в ряд Фурье:
л

/'’ U i (х ) sin 0] =  cos nQ+Bn sin «0,
n=l (14 ;

где
л

{ 1* } =  — J ̂T[es (a:)sin 0] “[
1 Bn J л  1

cos nQ 
sin

}  dQ.

Для разномодульпой среды из уравнения (14) имеем:

2пгН — (—1 ) п_11
^ ,= 0 , В1== о, Ап=$К*е 1 -----, п>2; Вп= 0. (15)

п ( п — 1 )

Следует отметить, что в выражении (9) с0 выбирается не произволь
но, а из условия отсутствия в правой части уравнения (8) слагаемых на 
частоте со возбуждающей силы, т. е. В i= 0  (-4i=0 независимо от выбора с0. 
А п и Вп при п> 2 также пе зависят от выбора с0). При другом выборе с0, 
отличие В, от нуля приведет к изменению скорости распространения вол
ны до величины У (£++ £ ’_)/2р0, т. е. до уже выбранного нами значения.

Для среды, описываемой гистерезисной моделью, расчет коэффициен
тов А п и Вп дает:

а 1 =  -
[ А п \  г^Кпг { ап Л 
I Bn i 2 I Ьп * ’

bl + х ( ^ + ^ + ^ + ^ ) } ’

6л

a* = ~ ^ { ъ + Т 2 -7 з-Т 4 +  y  (ъ - ъ ~ Ъ + T*)} .

Ъо =  —

ап = 'Yi+'Tz— ( —1 ) n (Ts+TO
Л

6л

(re2—2 ) s in - ^  (—1) ’Ч-re s in ^ -

(16)

(re2—4) re re2—1

bn =  — , ж 1 г м  [ , '+ - * 1 +

+  [7 i+ 7 2 - ( - 1 ) ,‘(73+ 74)]cos^ } ,  re> 2 .

Выделяя в уравнении (13) слагаемые с одинаковыми частотами, и счи
тая, что изменение амплитуд еп и фаз Ф, xF n малы на длине волны, полу
чаем уравнение для каждой из гармоник.

А п cos nQ+Bn sin nQ
e n x=cos (nQ+4rn) —en (cpx'+W nx) sin (rcG+'Pn) =

2 Kn
(17)

Приравнивая коэффициенты в (17) при cos nQ и sin nQ получаем систему 
уравнений для определения амплитуд и фаз каждой из

Впх C O S xF n- e n (<p*44F nx')  sin х¥ п=Ап/2Кпу

£пх sin XYn+ 8 „(cp*'+ XYnx ) cos 4 n = - B J 2 K n.
Полагая в (18) n=i,  получаем уравнения для амплитуды и фазы волны

(18)
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на основной частоте:
Cix —A i/2 /f ,,

С|фх-'=—B J 2 K i .

Для разномодульной среды решение уравнений (18), (19) с гранич
ным условием (3) имеет вид:

оо

е (х , t) =  е0 {  sin 0 +  - —г—  sin 2 mQ 1 ,  cp=0. (20)
v л  , 4 m —1  9

т а м  1

В рассматриваемом приближении (|ji|< l)  нелинейность уравнения 
состояния среды не приводит к изменению амплитуды волны на основ
ной частоте, скорость ее распространения (и всех ее гармоник) равна с0. 
Кроме тою, в спектре волны отсутствуют нечетные гармоники, а ампли
туда четных гармоник пропорциональна амплитуде исходной волны и 
пройденному волной расстоянию х. Для такой среды параметром нели
нейности является величина р. Если же оценивать параметр нелиней
ности У из выражения [6]:

'f= 4 e 2/e i2/fio;, (2 1 )

верного для среды с квадратной нелинейностью, то оказывается ампли
тудно-зависимым: большим при малых е0 и малым при больших е0, что 
и было отмечено в работе [7].

Для среды, уравнение состояния которой описывается гистерезисной 
моделью, решение уравнений (18), (19) имеют вид:

по

в (х,  г) So

1

-sin 0 +
г ^ К . х

(4 1 -

si
I п=2

sin(«0+4r„),

ф(®)
Ь
а,

- l n ( l - )• Ч '„ = -  arctg
bn

(2 2 )

4 '  а„
Из выражений (22) видно, что при распространении первоначально 

гармонической волны в среде, описываемой гистерезисной моделью, кро
ме генерации гармоник, имеет место нелинейное затухание волны и из
менение скорости ее распространения. На малых расстояниях от излуча
теля (e0«iK\X<4) амплитуда волны основной частоты затухает по линей
ному закону с локальным декрементом затухания определяемым выра
жением:

1  de, бо а,К{
а  = ------—  = ------ т---- , (23)

е 1 (1х 4
при этом амплитуда второй гармоники ~ е 02 (также как и в 5-и констант
ной теории упругости). Эффективный квадратичный параметр нелиней
ности такой среды определяется выражением:

Ч = 2 У а 7 № . (24)

Амплитуды третьей и более высоких гармоник также квадратично зависят 
от амплитуды основной частоты, что связано с учетом только квадратич
ных членов по е0 на каждом участке гистерезистной кривой а(е). Поэтому 
при определении кубического параметра нелинейности, по формуле ана
логичной (21), и справедливой для среды, описываемой (теперь уже) 
9-и констаптной теорией упругости [6], получим, что он также (как и 
квадратичный — в разномодульной модели) окажется амплитудно-зави
симым.

Из выражений (22) находим локальное изменение фазовой скорости 
при е0а1ЛГ,а:<4:

Д с _  1 Эф г0Ь,
с0 К, дх  4 ‘ ( * ’
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Х а р а к т е р и с т и к и
п о л н ы

9 - и - ! ш н с т а н т н а н  
т е о р и я  у п р у г о с т и

Р а з н о м о д у л ь 
н а я  м о д е л ь

Г и с т е р е з и с н а я
м о д е л ь

А с / с о ~ 8 о 2 н е т ~ e 0 a i / 4

а н е т н е т

« 2 ~ £ о 2 ~ 8 о ~ 8 о 2

£ з ~ 8 о 3 н е т ~ 8 о 2

На больших расстояниях от излучателя (е0я,ЛчЯ>4) амплитуда волны 
основной частоты не зависит от амплитуды возбуждения и затухает по 
закону:

в, (х) = —4/aiKlxy (26)
при этом амплитуды высших гармоник пе зависят от расстояния и пропор
циональны в0; изменение фазовой скорости стремится к нулю по закону:

Д cic0=bJaiK[x. (27)
Из выражений (22) видно, что четыре характеристики волны: изменение 
скорости звука, затухание волны основной частоты, амплитуды высших 
гармоник зависят от четырех различных комбинаций параметров по
этому проводя измерения вышеперечисленных характеристик можно
определить значение параметров

В заключение рассмотрим какие измерения могут помочь сделать 
выбор в пользу той или иной модели. Наиболее информативным, на наш 
взгляд, являются зависимости характеристик волны от начальной ампли
туды е0. Эти зависимости (на малых расстояниях от излучателя) для 
трех сред, описываемых: 9-и-констаятнон теорией упругости, разномо- 
дулыюй моделью, гистерезисной моделью представлены в таблице.

Рассмотренные модели, конечно, нс могут описать все многообразие 
реальных сред. Однако проведенные исследования указывают на различ
ную динамику гармоник в различных средах и, следовательно, на необ
ходимость проведения экспериментов по исследованию амплитудных за
висимостей параметров волны и уровней гармоник для выбора той или 
иной модели.
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