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В работе получено уравпение, описывающее во втором приближении 
эволюцию сфсрически-симметричных нелинейных волн в диссипативных сре
дах (газы, жидкости). С помощью полученного уравнения исследована 
эволюция однополярного импульса в нелинейной диссипативной среде. 
Показано, что асимптотически импульс имеет универсальную антисимме
тричную форму, а его амплитуда спадает по закону г-2.

При анализе распространения расходящихся сферически-симметрич- 
ных волн конечной амплитуды в поглощающих средах широко исполь
зуется эволюционное уравнение второго приближения, полученное в ра
боте [11:

до v г до д2о
dr г  с02 V От дт2 ' '

Уравпение (1) получено в предположении малости характерной длины 
волны X излучаемого сигнала по сравнению с радиусом излучателя Н. 
Такая ситуация типична для акустики ультразвука [21. Однако, как 
показано в данной работе, уравнение (1) пе описывает асимптотическое 
поведение акустического импульса конечной амплитуды в поглощающей 
среде. Это связано с тем, что (1) не учитывает наличие в спектре сигнала 
низкочастотной доставляющей, обусловленной собственной частотой из
лучателя, уже в линейном приближении. Поскольку в реальных средах 
поглощение возрастает с ростом частоты, асимптотическое поведение акус
тического сигнала определяется именно низкочастотной частью излучен
ного спектра. Поэтому для описания асимптотического поведения акусти
ческого сигнала конечной амплитуды необходимо получить уравнение, 
свободное от указанного выше недостатка.

Перейдем к выводу определяющих уравнений. Сферически-симметрич- 
ные движения вязкого теплопроводящего газа (жидкости) описываются 
уравнениями |2|

д (,-2()) +  -4т  ( '■ »dt.
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где р, о, р — плотность, массовая скорость и давление в среде соответст
венно; b — диссипативный коэффициент. Линеаризуя (2), получим урав
нение для v и идеальной среде:

д2и д
dt2 (° дг

где с{) — скорость звука в невозмущенной среде. Вводя потенциал скоро
сти ср с помощью соотношения о =  д!дг (<р/г), придем к одномерному вол
новому уравнению для q;, общее решение которого имеет вид суммы 
расходящейся и сходящейся волн. В  случае расходящейся волны удобно 
ввести сопровождающие координаты т =  I — (г — /?)/с„, г. При этом фор-
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ма потенциала <р в сопровождающих переменных остается неизменной* 
Изменение плотности р' и массовая скорость v связаны с потенциалом ср 
в линейном случае соотношениями

1  Эф 
с02г dt

1  Эф 
c0r dt

Необходимо подчеркнуть, что введение потенциала скорости дает возмож
ность точно (без разложения по параметру X/R) описать линейное прибли
жение.

Разлагая систему (2) по числу Маха с точностью до членов второго 
порядка включительно и выражая в нелинейных членах р' и и через (р 
с помощью локально-линейных связей (3), придем к замкнутому уравне
нию для потенциала скорости (р:

dhp 2 д2ф (у- 2 )  dtp <92ф ,
dt2 С° dr2 +  c 2r dt dt2 

0 д2ф д / ф \ dtp д2 / ф \ Ъ д \  
Z ~ diJJ~ dF \lr  ) + ! ) i  дг2 ( Т  J = ”рГ Л дг2

Переходя в (4) к сопровождающим координатам, будем считать, что про

изводные дц>/дг являются малыми второго порядка ( | dtp /дг | <̂  —  | dy/dx .
Это связано с предположением, что нелинейные и вязкостные эффекты 
могут проявляться только на расстояниях, много больших харак
терной длины волны излучаемого сигнала. Оставляя члены второго по
рядка (члены первого порядка точно взаимно уничтожаются) и снимая 
оператор д!дх) получим эволюционное уравнение второго приближения 
для потенциала скорости:

фФ
с Д 2

где точка обозначает дифференцирование по т; г 
Скорость и связана с ф соотношением:

=  (У +  1)/2; ч =  Ь/2р0с0:

_Ф_____ ф , 1  g<p
с0г г2 г дг

В отсутствие диссипативных эффектов уравнение (5) было получено в ра
боте 13], где оно использовалось при изучении волны сжатия, излучаемой 
расширяющимся с постоянной скоростью сферическим поршнем.

Как известно, необходимость учета нелинейных слагаемых связана 
с накапливающимся (логарифмически) характером нелинейности [4]. Де
тальный анализ показывает, что для расходящихся волн накопление 
нелинейных эффектов связано только с первым нелинейным слагаемым 
в уравнении (5) 13]. Поэтому если не интересоваться эффектами нелиней
ности порядка числа Маха, уравнение (5) можно представить в «укоро
ченном» виде:

dtp
Jr

При этом третьим слагаемым в (6) можно пренебречь.
При постановке граничного условия будем считать, что на непод

вижной сфере радиуса R  задана массовая скорость v (Я, t) = V (t). Гра
ничное условие для уравнения (7) в этом случае имеет вид

t
Ф(R,t) = — c0R  $ e-W-fW(t ')dt ' , (8)

—  СО

где введена частота собственных колебаний излучателя ю0 cJR.
В пределе Х1г 1 в (6) можно пренебречь также и вторым слагаемым 

v x  — (р/с0г, и уравнения (6), (7) формально перейдут в хорошо известное
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уравнение (1). Однако при распространении расходящихся волн в дис
сипативных средах существенную роль на больших расстояниях играют 
низкочастотные составляющие спектра сигнала, что связано с возраста
нием затухания с ростом частоты. Если отбросить второй член в (6 ) при 
постановке начального условия, то из спектра сигнала исключается низ
кочастотная составляющая (которая учитывается в (8 )). Это приводит 
к тому, что уравнение (1 ) не описывает асимптотику сигнала в дальней 
зоне г 13 (13 =  Л2/4г|с0 2  — длина затухания характерной длины волны X 
излученного сигнала) даже в линейном приближении. Поэтому для полу
чения правильной асимптотики акустического сигнала необходимо поль
зоваться более общими уравнениями (6 )—(8 ).

Уравнение (7) можно обобщить для описания распространения акус
тических волн конечной амплитуды в слабо неоднородной среде, когда 
длина волны сигнала X много меньше характерного размера неоднород
ности L.

13 этом случае можно воспользоваться методом нелинейной геометри
ческой акустики. Обзор методов получения нелинейных эволюционных 
уравнений в неоднородных средах (как для плоских волн, так и для 
звуковых пучков) и подробная библиография по этому вопросу содер
жится в [5]. Эволюция акустических волн конечной амплитуды в неод
нородной среде рассмотрена в 101. Система исходных уравнений с точ
ностью до членов второго порядка по числу Маха имеет вид 121

<>»
дх
dt

J ¥ _  
си

Vp' +  р'

Р = соР

+  р0div v +  (vV)p' +  р' div v =  0; 

дх
idt

( У - Ч )
2 pn

Po (vV) v =  (&  +  - 3-.C2 ) V div v +  £2 Av ; (9)

c0 2  (P' ) 2  -  X
1 1

div v.cV
C V

Система (9) представляет собой разложение вблизи начального состояния 
среды р =  р0, р — р о, v 0. Штрихами обозначены отклонения величин 
от начального состояния. Скорость звука с0, плотность р0  и показатель 
адиабаты среды являются в (9) функциями координаты.

В первом приближении пренебрежем в (9) нелинейными и диссипатив
ными слагаемыми. Поскольку в случае XIL 1 применим метод геомет
рической акустики, введем систему лучей, определяемых уравнением 
эйконала (VI)2 =  1/с02. Дифференциальные уравнения лучей имеют вид [71

d , l  * '  W - M .  (10 )ds о d s со
где s — расстояние вдоль луча. Считая движение среды потенциальным 
rot. v =  0 (справедливо локально с точностью X/L)4 полагая по аналогии 
с однородным случаем v =  V (<pI s )  и разделяя переменные на «быструю» 
х = t — I (вдоль луча dl = ds/c0  п «медленную» s (| дуI d s  |<§Jl/c0 | д(р/<?т ), 
придем к хорошо известному результату геометрической акустики 17, 81:

д

ds Ф
PnD
c0s2 =  0  или <1 > =  Ф | / ^ - =  const

V 2

вдоль луча. При выводе этого соотношения была использована формула 
Л иу вил л я 171

div n =  — In D,os
где н — единичный вектор вдоль луча; I) =  d (х , у, z)ld (s, 0 О, <р0) — лу
чевой якобиан; 0 О, ср0  — сферические углы выхода луча из излучателя; 
х  (s, 0 (), (р0), . . ., z (s, 0 О, (р0) — решения лучевых уравнений (1 0 ).

Изменение плотности р' и скорость v вдоль луча связаны в линейном 
приближении с Ф соотношениями (с точностью X/L):
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З а п и сы в а я  си стем у (9) вд о л ь л уч ей  ( 10 ) , и с п о л ь зу я  л окал ьн о-л и н ей н ы е 
с в я з и  (И )  при  п о дстан о вке в нелинейны е члены  и о тб р а сы в ая  член ы  вы 
ше второго п о р я д к а  м ал о сти , п олучи м  эволю ционное у р ав н ен и е  д л я  волн  
конечной ам п л и туды  в н еодн ородн ы х с р е д а х :

дФ еФ2 =  Г]Ф. (1 2 )
ds ' 2co/s ]f p0D

В уравнении (12) оставлено только существенное нелинейное слагаемое. 
На каустиках, определяемых из системы уравнений г =  г (я, 0О, <р0), 
D (5, 0О, ф 0) =  0, амплитуда геометроакустического поля обращается в 
бесконечность 17, 8]. Поэтому уравнение (12) неприменимо вблизи кау
стической поверхности. Однако им можно снова пользоваться после ка
сания лучом каустики (на достаточном удалении от нее), если учесть 
каустический сдвиг фазы [7]. Если предположить, что влиянием нелиней
ных и поглощающих эффектов в окрестности каустики можно пренеб- 
бречь [9], то единственным следствием прохождения луча через каустику 
будет изменение формы сигнала на луче с / (т) (перед каустикой) на

/i (т) “  / (т) cos ~2 ~ Ч +  & [/ (т)]sin (яд/2) (после каустики) [8, 9]. Здесь
Я  [/] — преобразование Гильберта функции /; q — индекс траектории [8], 
который может принимать значения 1, 2, 3. Значение q =  1  реализуется 
на неособых участках каустики. Распространение нелинейных акусти
ческих волн в неоднородной среде при наличии каустик исследовано 
в работах [9, 101.

Отметим, что уравнения (7), (12) могут быть использованы при анали
зе распространения волн конечной амплитуды, когда X/R ^  1.

С помощью уравнения (7) исследуем распространение нелинейной 
волны от сферического излучателя, колеблющегося по гармоническому 
закону и (Я, t) = v0 s in  оrl. Будем считать, что 13 = 1/4г)со2 R. Вводя 
безразмерные переменные у — rlR; v =  со/со0 =  R/X; а  =  т]со2Я и пола
гая V > 1 ,  у^>  1 ,  получим методом теории возмущений следующие вы
ражения для гармоник скорости в волновой зоне:

У(йА о = ---- — exp (— ay) s in  сот,
У

vv2J v о =  сД/0 -г.— ехр (— 4ссг/)[Ei (2ау) — Ei (2а)] sin 2о>т.
Z/y

гМ,

(13)

Vst/V 0 = \у' [Ei (— 2ау) — E i (— 2а)j,

где E i (я) — интегральная доказательная функция [И], М0 = и01с0 — 
амплитудное число Маха. Соответствующее решение уравнения (1) совпа
дает с решением (13) для гармоник v(l) и v2(l), исключая гармонику нулевой 
частоты vSf — «постоянное течение».

Наличие «постоянного течения» связано с эффектом поджатия среды, 
вызванного градиентом радиационного давления 1121. Для его правиль
ного описания необходимо пользоваться уравнением (4) вместо (7), по
скольку | <9срЮг | 1 /с0 | <9ф/дт | для него не выполнено. Пренебрегая
в (4) влиянием поглощающих эффектов, будем решать это уравнение для 
гармонического сигнала с «включением» v (Я, t) — у0 sin  сol-H (I) (где 
Н (t) — единичная функция) методом последовательных приближений. 
Краевая задача для поправки ф(1) (г, t) к линейному решению q>0 (I — 
— (/* — R)/c0), определяемому соотношением (8), имеет вид

д2ф(1) .. <Э2ср(1) dQ
dt2

— со дг* dt

ф(1> >  й ,  f  =  0 ) =  о,
дер(1)

dt ( r > R , t  =  0) =  0, ( 14)

1
l i

(kf а) (i)

dr
Ф
R -  /  r=R

=  0 ,
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где

Q(r, t) =
c0 r Фо:

V г  Ф0Ф0  + Фо' H (t).

Принимая во внимание условие излучения, получим следующее выра
жение для функции Грина краевой задачи (14):

Go (г

G0 (г >  г', г \  г), г >  г', (15)
G (г, г', г) ==

где

6 '0 ( г < г ' , г ' , 0  =
1

х  Н [t r + r’ - 2 R
2  с0

о Л  г  +  г  — 2 i?  \
2  exp —  (Оп 1 ---------------------

V С0 .

Н t +
г — г' - I I  t -

X

r + r’ — 2R
1/  \  °0  /» \  °о

Go (г >  Г,  r \  t) получается из G0(r <  г\ г t) заменой аргументов г ->  
г \  г'  -» - г. Решение ср*1» краевой задачи (14) выражается с помощью 

функции Грина (15) следующим образом:

д
dl

Г 00

$ dr’ ^Q (r ' , t ' )G (r ,r ' , t - t ' )d t ' .
R О

Отбрасывая осциллирующие по времени члены, с помощью (16) придем 
к следующему ответу для течения поджатая в пределе т 1/со0:

гМ а (
*  V/rin 2 г +  <‘цт  г

4  1 г  J ( Г 2/? 2г +  с0т2 R  +  с0т 4_ r - 2 R  -п
2R 2Д  +  с0т J]

При т< ^ 1/со 0 течение поджатая линейно нарастает со временем 
vst/v0 ~  еМ0о)0т #  (т). Первое слагаемое в фигурных скобках в (17) изме
няется за характерное время 2г/с0. Именно оно отвечает плавному тече
нию и при т 2г/с0 переходит в выражение для нулевой гармоники
в (13). Массовая скорость, описываемая вторым слагаемым, имеет харак
терную частоту (оо и направлена к излучателю. Таким образом, возника
ют потоки, направленные в разные стороны. Градиент радиационного 
давления вызывает течение от излучателя. Это течение приводит к пере
распределению массы и, следовательно, статического давления, которое 
уравновешивает радиационное давление. В результате при т 2г/с0
плавное течение исчезает. Полная масса ушедшего за счет течения «под
жатая» вещества через сферическую поверхность радиуса ?• линейно на
растает с расстоянием

m =■■ 4яр0га jj <у(1) (г, т)> dx = 2яеМ02р0Д3 — 1 j  , (18)

что соответствует изменению статической плотности Др5*/р0 ~  ?“ 2, выз
ванному радиационным давлением. Статическое смещение спадает при 
этом как Ust ~  (?' — R)!r2. Формула (18) справедлива при г <  /3.

Таким образом, анализ распространения гармонической сферически- 
симметричиой волны в нелинейной диссипативной среде показывает, что 
генерация в низкочастотной части спектра сигнала происходит несколько 
иначе, чем предписывается уравнением (1).

Исследуем эволюцию однополярного импульса амплитуды v0 и дли
тельности Т с помощью уравнения (7), когда параметр (ДМ) еМ0 In l3/R = 
= &М0 (со0Г)-1 In l3/R (аналогичный числу Рейнольдса в плоском случае) 
меньше единицы. В этом случае применима теория возмущения. При 
R г Iз == Г2/4т) получим

У ( Г ,  Т ) =  -  Ф (Д : Т)- +  - V  Ф ( д .  Т ) ф (Д, т )  In  r/R. (19)CqI Cq /
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Отношение нелинейной поправки к линейному решению в (19) по порядку 
величины равно г М 0 (о)0Т)"1 In r/ft и аналогично отношению амплитуды 
второй гармоники (13) к амплитуде основной гармоники для гармониче
ского сигнала. Как следует из вида ф (ft, т), определяемого соотношени
ем (8), импульс скорости на этом этапе эволюции состоит из волны сжатия 
длительностью порядка Т и волны разрежения длительностью порядка 
1/со0^> Т. Амплитуда волны разрежения при этом в 1/о)07’ меньше ам
плитуды волны сжатия.

При 13 г 1/4цо)02 амплитуда волны сжатия убывает пропорцио
нально г-3/*, а ее длительность возрастает как ]/4ц/*. При этом длитель
ность волны разрежения по-прежнему равна 1/о)0, а ее амплитуда спадает 
как г 1. Уравнение (1) полностью описывает динамические характеристи
ки импульса при г 1/4цсо02, за исключением образования волны раз
режения.

При г l/4r)0)a2 для импульса справедлива асимптотика

v { r 7 т) =
1

2 У л г|с0

X

о

ft

г In IJR 
2 c03f t 2

г|) ( т / | / 4 ц г ) .

•<хз

X
— со

(2 0 )

где
со

Р 0 =   ̂ V ( t )  d l ,  я|) (х) — х ехр (— х2). 
о

Как следует из (20), асимптотически профиль скорости имеет универсаль
ный антисимметричный характер, который нс описывается уравнением (1). 
Амплитуда импульса убывает асимптотически по закону Г 1. Зависимость 
v ~  тг- 6/2 ехр (—т2/4цг) была получена в [13] из общих соображений. 
Как следует из (20), нелинейная поправка пропорциональна линейному 
решению, а их отношение по порядку величины равно гМ0 In l-JR <g: 1. 
Таким образом, асимптотическое поведение импульса может быть описа
но в рамках линейной теории. Примечательно, что это утверждение 
остается в силе и при больших начальных числах Рейнольдса (когда 
(RIX) 8М 0 In l3/R^>  1) и связано с логарифмически медленным накопле
нием нелинейных эффектов в волне (до образования разрыва). Это не 
имеет места в плоской геометрии, где, как известно, происходит асимпто
тическая «закалка» влияния нелинейных эффектов 141.

Оценки, проведенные с помощью экспериментальных данных по зату
ханию ультразвука в мегагерцевом диапазоне [12], показывают, что при 
/0 ~  1 МГц длина затухания /3 в газах имеет порядок нескольких санти
метров. При R/X =  10 —30, что характерно для акустики ультразвука, 
асимптотика (20) для импульса наступает на расстояниях порядка мет
ров — десятков метров. Для жидкостей эти расстояния намного больше. 
Для ультразвукового квазисинусоидального сигнала с общей длитель
ностью Т ~  1 с  характерное расстояние, с которого наступает асимпто
тика, столь велико, что не имеет физического смысла. Таким образом, 
экспериментальное наблюдение асимптотического поведения акустиче
ского сигнала связано со значительными трудностями.
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