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В А Н И З О Т Р О П Н О М  У П Р У Г О М  П О Л У П Р О С Т Р А Н С Т В Е

Т а зи е в  Р .  М .

В явном виде получено дисперсионное уравнение, определяющее 
фазовые скорости акустических волн в упругом полупространстве. При­
ведены данные численных расчетов фазовых скоростей акустических волн 
в плоскостях различных срезов альфа-кварца.

Существующие отработанные численные методы [1, 2] расчета парамет­
ров акустических поверхностных волн не могут дать ответ на следующие
вопросы: сколько существует решении, удовлетворяющих одновременно 
волновому уравнению и граничным условиям на свободной поверхности 
среды, и каковы значения их фазовой скорости? Это связано с тем, что ма­
шинные методы [1 , 2 ] расчета параметров волны опираются на явные пред­
положения о структуре и характеристиках исследуемой волны. Поэтому 
представляется важным получить дисперсионное уравнение для акусти­
ческих волн в анизотропном полупространстве в явном виде.

Для достижения этой цели необходимо переформулировать задачу о 
поверхностных волнах таким образом, чтобы исключить из нее на всех 
промежуточных этапах операции, которые не удается проделать анали­
тически. Подобная процедура проделана в работе [3], где исходную задачу 
удалось с помощью ЭВМ путем громоздких и сложных преобразований, 
свести к вычислению собственных значений некоторой большой но разме­
рам матрицы. Собственные значения этой матрицы определяют фазовую 
скорость волны, а собственные векторы — показатели спадания пар­
циальных компонент волны. К существенным недостаткам этого метода 
следует отнести то, что эта матрица имеет «лишние» корни, не удовлетво­
ряющие исходной задаче о спектре акустических волн в полупространстве. 
Это означает, что характеристическое уравнение матрицы не является ис­
тинным дисперсионным уравнением исходной задачи. В работе [41 хотя и 
получено дисперсионное уравнение путем исправления ошибок, доиущеп­
ных в [51, однако анализ его решений авторами не приводится и поэтому 
вопрос об истинности этого уравнения остается открытым.

Цель настоящей работы — получить точное дисперсионное уравнение 
для акустических волн в явном виде в анизотропном упругом полупро­
странстве. Исследовать поведение всех его решений в различных предель­
ных ситуациях: наличии плоскостей симметрии кристалла, высокосиммет­
ричных направлений распространения волны и, таким образом, выяснить 
их физический смысл.

Пусть акустическая поверхностная волна распространяется вдоль оси 
Х 1у а ось Х 3 — нормаль к поверхности кристалла. Решение ищем в виде 
Щ ~  exp ik (jTj +  (tag — vt). Считаем, что параметры волыы не зависят от 
координаты Х 2. Подставив это решение в уравнение движения среды 
р (dzUi/dt2) =  doij/Oxj и материальные соотношения среды

получим матричное уравнение [6, 7]

где
Qy =  Ру,

D +  BTA~1B  +  (tv2 Е 
- л - 1 В

( 1 )
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м атр и ц ы  А = Cij (i =  3 , 4 , 5 ; j =  3 , 4 , 5 ), В = Сц{1 =  3 , 4, 5; j =  5 , 6 ,1 ) , 
( i  =  5 , 6 , 1; j  =  5 , 6 , 1 ), ш естим ерн ы й  в е к т о р  ут  =  (o3jlik, uj), 

7 =  3 , 2, 1 , p — п о к а за т е л и  с п ад ан и я  п а р ц и а л ь н ы х  в о л н , C jy, р — м одули  
у п р у го с т и  и  п л о тн о сть  среды , О/у, Uj — ком п он ен ты  тен зо р а  н а п р я ж ен и й  
и  в е к т о р а  см ещ ен и я среды . К р о м е  то го , р еш ен и я  систем ы  (1) долж н ы  удов­
л е т в о р я т ь  гр ан и ч н ы м  у с л о в и я м  н а  п о в ер х н о сти  к р и с т а л л а :

o 3j =  С цвз*  =  ^  7 =  3, 2 , 1 , (2 )
где Ск — н еи звестн ы е п о сто ян н ы е , ст3/  — п ар ц и ал ь н ы е  ком пон ен ты  тен ­
зо р а  н а п р я ж е н и я  а 3у, соответствую щ и х  трем  собственны м  зн а ч е н и я м  рк. 
•системы (1 ).

В езде с т р у к т у р а  реш ен и й  у р а в н е н и й  (1) и (2) п р е д п о л а га етс я  состоящ ей  
и з т р е х  п а р ц и а л ь н ы х  в о л н  у 7 с п о к а за т е л я м и  с п а д а н и я  Ру. П ри чем  п р и  вы ­
б оре  т р о й к и  п а р ц и а л ь н ы х  реш ен и й  у  у н и к а к и х  о гр ан и ч ен и й , и сх о д ящ и х  
и з ф и зи ч еск и х  со о б р аж ен и й , не н а л а г а е т с я . Это о зн ач ает , что  зад ач е  
о  сп ек тр е  а к у с т и ч е с к и х  в о л н  в п о л у п р о стр ан ств е  к р о м е  реш ен и й , им ею щ их 
ф и зи ч еск и й  см ы сл , т . е . о гр ан и ч ен н ы х  в п о л у п р о стр ан ств е , б у д у т  у д о в л е ­
т в о р я т ь  и  реш ен и я  н еф и зи ч ески е , н ео гр ан и ч ен н о  н ар астаю щ и е  в гл у б ь  
среды .

Д л я  п о л у ч е н и я  д и сп ер си о н н о го  у р а в н е н и я  в явн о м  ви де  п р ео б р азу ем  
си стем у  (1) с учетом  у с л о в и й  (2). О б озн ачи м  п р авы е  собственны е век то р ы  
м а тр и ц ы  Q д л я  п ер в ы х  т р е х  и з ш ести  собствен н ы х  зн ач ен и й  Ру к а к  уу, 
а  левы е собственны е век то р ы  д л я  д р у го й , о ставш ей ся  т р о й к и  п о к а за т е л е й  
с п а д а н и я  ру к а к  х*. Т о г д а  н есл о ж н о  п о к а з а т ь , что  из у с л о в и я  б и о р то го ­
н ал ь н о сти  л ев ы х  и п р а в ы х  со б ствен н ы х  в ек то р о в  м атр и ц ы  Qx^yj  =  6fy 
м ож н о  вы вести  след ую щ ее у сл о в и е  о р то го н ал ьн о сти  д л я  п о л н ы х  в ек то ­
ров х  и  у:

* т £ у  =  О, (3)
в 3

X =  Р X  C ji/i (P i), у  =  s  CiUi (P i) , м атр и ц а  п ер естан о вкигде

Р =

1 = 4 1=1

Сi — ам п л и ту д н ы е м н о ж и тел и  п а р ц и а л ь н ы х  в о л н , соответ­

ств у ю щ и х  собственны м  зн ач ен и ям  р*. У чет  гр ан и ч н ы х  у сл о ви й  (2) п ри ­
вод и т к  у сл о ви ю  о р то го н ал ьн о сти  н а  п о л н ы е в ек то р ы  см ещ ен и я их и и2:

U2T^ 1U1 =  0 , гд е  щ  =  S  C jM P i) .  »2 =  3  СгЩф*)-i=l i= 4
Д р у г и е  у с л о в и я  о р то го н ал ьн о сти  м ож но п о л у ч и ть  следую щ и м  об разом . 

Е с л и  у м н о ж и ть  си стем у  (1) н а  м атр и ц у  Q п р а з , где п  — ц ел о е  ч и сл о , то 
п о л у ч и м  р о вн о  п р а зл и ч н ы х  систем  у р а в н е н и й  Q1'у  =  р”у . П о с к о л ь к у  соб­
ствен н ы е в ек то р ы  у д л я  эти х  систем  и ден тичн ы , то , и с п о л ь зу я  о п и сан ­
ную  вы ш е п р о ц ед у р у  п о л у ч ен и и  д л я  п =  1 у р а в н е н и я  ти п а  св ер тк и  
u 2Tf l 1Ui =  0 , им еем  в сам ом  общ ем  виде д л я  в с е х  ц ел ы х  п

u 2T#yU i =  0 , 7 =  1, . . . (4)

где м атр и ц ы  R у о п р ед ел яю тся  и з р е к у р р е н тн ы х  соотнош ен ий  Lj = Л ,/?у_, +
+  LiLy_i, A j  =  А гЬ ^ г +  L,i4y_j, H j  =  L ^ R j - i  +  /f,Z/y_,, 7 = 2 , . . . ,  n.  
О д н ак о  не все у р а в н е н и я  (4) в заи м н о  н езави си м ы . М ож но п о к а за т ь , что 
все  у р а в н е н и я  с н ом ерам и  п >  5  б у д у т  следстви ем  п я т и  п ер вы х  у р а в н е н и й . 
Д ей ств и тел ь н о , м а т р и ц а  Q тож дествен н о  у д о в л етв о р я ет  своем у  х а р а к т е ­
р и сти ч еск о м у  п о л и н о м у  ш естой  степ ен и  отн оси тельн о  р и , сл ед о в ател ьн о , 
все м атр и ц ы  Rj  с н ом ерам и  j >  5 б у д у т  ли н ей н о  зави си м ы м и  от п я т и  м ат­
ри ц  Я 1# . . . ,  Л в.

И з  си м м етри чн ости  м атр и ц  R у сл ед у ет , что  (4) я в л я е т с я  систем ой  и з п я т и  
л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  о тн о си тел ьн о  ш ести  н еи звестн ы х  си м м етри чн ы х  к о м ­
б и н ац и й  u 2Tu 1 +  UjTu 2. Е с л и  оп ределен н ы м  о б р азо м  н о р м и р о в ать  век то р ы  
и | и  и 2, н а п р и м е р , т а к , что =  ( 1 , а , ,  а 2), a  и 2 =  ( 1 , Ьи 62), т о , р еш ая  
п о л у ч ен н у ю  систем у у р а в н е н и й  с  п р а в о й  частью  методом  К р а м е р а , им еем

«1 +  =  / i /A > аА  =  / 2/А , аг + Ь2 =  / 3/А ,
=  Д/Д, аф2 +  btaа =  / 5/А; (5)
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Рис. 1. Зависимость реальной части фазовых скоростей (103 м/с) 
акустических воли от направления распространения волны для 
ST-среза кварца: 1 — акустическая поверхностная волна, 2 ,3  — 
нефнзические решения. Штриховые липни соответствуют «оттекаю­

щим» решениям

здесь  ft =  ft (C t j , рг;2), Д ( C t j ,  pv2) — о п р ед ел и тел ь  м атр и ц ы  п о л у ч ен н о й  
систем ы  у р а в н е н и й .

Т а к  к а к  н еи звестн ы х  т о л ь к о  четы ре , а  си стем а  (5) им еет п я т ь  у р а в н е ­
н и й , то и з п ослед н его  у р а в н е н и я  этой систем ы  п о л у ч и м  д и сп ерси он н ое  
у р а в н е н и е  д л я  а к у сти ч еск и х  в о л н  в п о л у п р о стр ан стве

f \U  +  / л 2 +  / 52а  -  л / з /5 -  4 /2/ 4д  =  о . (6)

Э лем енты  м атр и ц  R l и /?2 с о д е р ж а т  ч л ен ы , им ею щ ие степ ен ь  п о  pv2 н е  вы ш е 
п ер во й , а элем ен ты  м а т р и ц  R 3 и /?4 — н е  вы ш е вто р о й  и эл ем ен ты  м атр и ц ы  
f l 5 — не вы ш е тр етьей  степ ен и  п о  ри2. Э лем ен тар н ы й  а н а л и з  п о к а зы в а е т , 
что  д и сп ер си о н н о е  у р а в н е н и е  (6) я в л я е т с я  п о л и н о м и ал ьн ы м  у р авн ен и ем  
27-й степ ен и  о тн оси тел ьн о  н еи звестн о го  pv2. Это н а х о д и тся  в со гл аси и  с 
р езу л ь тато м , п о л у ч ен н ы м  в работе  [3], где п р ям о й  п о д стан о вко й  н ай д ен ­
н ы х собственн ы х реш ен и й  н екоторой  м атр и ц ы  в во л н о во е  у р а в н е н и е  и  г р а ­
ничны е у с л о в и я  п о к а за н о , что среди  36  к о р н е й  и сти н н ы м и  я в л я ю т с я  то л ь ­
к о  27.

Е сл и  н ай д ен о  зн ач ен и е  ф азо во й  ск о р о сти  волн ы  реш ен и ем  у р а в н е н и я  (6) 
к ак и м -л и б о  чи слен н ы м  м етодом , то  д ал ее  за д а ч а  м ож ет  бы ть реш ен а а н а л и т и ­
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ч еск и  п олн остью . Д ей ств и тел ьн о , по и звестн ом у  зн ач ен и ю  ф азо во й  скорости! 
м ож н о  о п р ед ел и ть  век то р ы  см ещ ен и я в о л н ы  u l и  и 2, а  н еизвестн ы е 
п о к а за т е л и  с п а д а н и я  в о л н ы , точн ее  и х  сим м етричн ы е ко м би н ац и и  аг =
= “ (Pi + Р2 + Рз)» «а в  Р1Р2 + РА +  РаРа* н а х о д я т с я  из
м атр и ч н о го  у р а в н е н и я  (А +  а хА 2 +  а2Л,  +  а3Е) Uj =  0 . К а к  нетрудн о  
п о к а з а т ь , это у р а в н е н и е  я в л я е т с я  следстви ем  гр ан и ч н ы х  у сл о в и й  2 
и систем  у р а в н е н и й  Q1'у =  р"у и л и  следстви ем  б ол ее  общ его  в ы р аж е н и я  
(Q3 +  сс,(?2 +  a 2Q +  а 3Е )  у =  0 .

Н а  р и с . 1 п р и вед ен ы  зн а ч е н и я  ф азо вы х  ско р о стей  в о л и , у д о в л етв о р яю ­
щ и х  одн оврем ен н о  во л н о в о м у  у р авн ен и ю  ( 1 ) и гр ан и ч н ы м  у с л о в и я м  (2 ) 
д л я  S T -с р е за  к в а р ц а  в  зави си м о сти  от н а п р а в л е н и я  р асп р о стр ан ен и я  
в о л н ы . Все 27 р еш ен и й  н ай ден ы  чи слен н ы м  реш ением  ди сп ерси он н ого  
у р а в н е н и я  (6) методом  п а р а б о л . З н а ч и т е л ь н а я  ч а ст ь  к р и в ы х  соответствует  
особы м сл у ч ая м  о тр аж ен и я  объем н ы х а к у сти ч еск и х  в о л н  от п о вер х н о сти  
к р и с т а л л а , о тл и ч аю щ и х ся  от общ его с л у ч а я  о т р а ж е н и я  в о л н  тем , что 
в  особом с л у ч а е , н азы ваем ом  брю стеровски м , одна и з о тр аж ен н ы х  волн  
и сч езает . С ам ая  н и ж н я я  в е т в ь  /  н а  рис. 1 со о тветству ет  п оверхн остн ой  
в о л н е , а  в етв и  2 , д о п и с ы в а ю т  н еф и зи ческн е  р е ш е н и я , ам п л и ту д а  к о то р ы х  
н ео гр ан и ч ен н о  н а р а с т а е т  в г л у б ь  среды . В етви , соответствую щ и е псевдо- 
п оверхн остн ы м  и л и  «оттекаю щ им» р еш ен и ям , обозн ачен ы  ш тр и х о во й  л и ­
н и ей . И з ри с . 1 ви дно , что  в етв и  д и сп ерси он н ого  у р а в н е н и я  (6) п ер еп л е ­
таю тся  м еж д у  собой д о в о л ь н о  слож н ы м  о б р азо м  и  п оэтом у  вы я сн ен и е  ф и­
зи ч еск о го  см ы сл а  к а ж д о й  к р и в о й  затр у д н и тел ь н о .

Д л я  в ы я с н е н и я  «происхож дения»  и  ф и зи ч еско го  см ы сла всех  реш ений  
д и сп ер си о н н о го  у р а в н е н и я  (6) и сследуем  п овед ен и е его  к о р н ей  в р азл и ч н ы х  
п р ед ел ьн ы х  с и т у а ц и я х , уп рощ аю щ и х  д и сп ер си о н н о е  у р ав н ен и е  (6). П р и  
п о я в л е н и и  р а зл и ч н ы х  элем ен тов  сим м етрии  у  среды  м атр и ц а  систем ы  (4) 
стан о ви тся  б лочн ой , что п ри води т к  р азл о ж ен и ю  ди сп ерси он н ого  у р а в н е ­
н и я  (6) н а  о тн оси тел ьн о  просты е м н о ж и тел и . О тд ел ьн ы й  а н а л и з  к аж д о го  
м н о ж и тел я  сущ ествен н о  у п р о щ ает  вы ясн ен и е  ф и зи ческого  см ы сл а  реш ений  
у р а в н е н и я  (6).

П р ед п о л о ж и м , что н о р м а л ь  к  п о в ер х н о сти  среды  со в п ад ает  с н о р м ал ью  
к  п л о ск о сти  си м м етри и  либо с  осью  си м м етри и  вто р о го  п о р я д к а  к р и с т а л л а , 
а  н а п р а в л е н и е  во л н о в о го  в е к то р а  во л н ы  л е ж и т  в этой  п л о ск о сти . В  этом  
с л у ч а е  исходн ое д и сп ерси он н ое  у р ав н ен и е  (6) р а сп ад ае тс я  н а  следую щ и е 
м н о ж и тел и :

D*D2D3 =  0 , (7)

где D2 =  (Сп — pv2)(Ce{i — р^2) — С162. И з -за  гр о м о зд ко сти  я вн ы е  вы ­
р а ж е н и я  д л я  м н о ж и тел ей  Dа и  D2 н е  вы п и сы ваем , н о  зам ети м , что он и  я в ­
л я ю т с я  у р а в н е н и я м и  соответствен н о  тр етьей  и  д в ен ад ц ато й  степ ен ей  от­
н оси тел ьн о  pz/2. О дно р еш ен и е  у р а в н е н и я  (6) и з -за  н а л и ч и я  п л о ск о сти  сим ­
м етр и и  к р и с т а л л а  и сч езл о , т а к  к а к  п оведен ие этого  к о р н я  pv2 —> оо в м алой  
о кр естн о сти  п л о ск о сти  си м м етри и  к р и с т а л л а . П одобное п оведен ие одной 
и з ветвей  п о к а зан о  н а  рис. 1 , к о гд а  во л н о во й  в е к т о р  к  во л н ы  л е ж и т  в м ал о й  
о кр естн о сти  оси  X  к в а р ц а .

Д и сп ер си о н н о е  у р а в н е н и е  D2 =  0  о п и сы вает  особы е о тр аж ен и я  объем­
н ы х в о л н  с п о к а за т е л я м и  р>2 =  — |Д и  |33 =  0  (см. ри с . 2). Это соответствует  
п аден и ю  и о тр аж ен и ю  объем н ой  волн ы  от п о вер х н о сти  среды  в с о в о к у п ­
ности  с  д р у го й  во л н о й  ( р 3 =  0), р асп р о стр ан я ю щ ей ся  п а р а л л е л ь н о  п о вер х ­
н ости  среды . П о о тд ел ьн о сти  н и  одна об ъ ем н ая  в о л н а  не у д о в л е тв о р я е т  
у сл о ви ю  свободной  п о вер х н о сти  к р и с т а л л а .

Д и сп ер си о н н о е  у р а в н е н и е  О , =  0  о п и сы вает  п аден и е и о тр аж ен и е  от 
п о в ер х н о сти  среды  одной и той ж е  объем ной  волн ы  (см . р и с . 2 ) (о тр аж ен и е  
без и зм ен ен и я  п о л я р и з а ц и и  п адаю щ ей  волн ы ). П о с т р у к т у р е  эти  во л н ы  
д в у х п а р ц и а л ь н ы  с п о к а зат е л я м и  р2 =  — р х, но им ею т все тр и  ком пон ен ты  
см ещ ен и я. В  этом  с л у ч а е  то л ь к о  одна об ъ ем н ая  в о л н а , п а д а я  н  о т р а ж а я с ь  
от  п о в ер х н о сти , у д о в л етв о р я ет  гран и чн ы м  у сл о в и я м  п а  п о в ер х н о сти  к р и ­
с т а л л а . Х а р а к т е р н о й  чертой  реш ен и й  к а к  у р а в н е н и я  D1 =  0 , т а к  и  D2 =  0 
я в л я е т с я  то , что  н а  п о вер х н о сти  среды  у  н и х  н о р м а л ь н а я  ко м п о н ен та  см е­
щ ен и я  и3 р ав н а  н у л ю . В т о ч к а х  п ересечен и я  в етв и  у р а в н е н и я  D1 =  0  и
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Рис. 2. Фазовые скорости (103 м/с) отражательпых 
объемных волн в плоскости Х-среза кварца: 1 — ре- 
шения дисперсионного уравнения =  0t 2 — реше­

ния дисперсионного уравнения D2 =  О

;/)2 =  0  им ею т м есто  две  си ту ац и и : либо в о зн и к а е т  о д н о п а р ц и а л ь н а я  ква- 
зи п о п е р е ч н а я  и л и  к в а зи п р о д о л ь н а я  о б ъ ем н ая  в о л н а  и  д в у х п а р ц и а л ь н а я  
в о л н а  со степ ен н ой  зави си м остью  от  п ерем ен н ой  кх3 ти п а  и =  и 0 +  кх3щ, 
л и б о  в о зн и к аю т  две  т р е х п а р ц и а л ь н ы е  объем ны е во л н ы  со с т р у к т у р о й  
u  =  и 0 +  кх3щ  +  u 2 e x p  (zbi/c.x3p), зд есь  п о к а за т е л ь  р н е  р ав ен  н у л ю .

Д и сп ер си о н н о е  у р а в н е н и е  D3 =  0  о п и сы вает  д р у г и е  доп усти м ы е типы  
реш ен и й  в п о л у п р о стр ан ств е  (см. р и с . 3): п о в ер х п о стн у ю  в о л н у , «оттекаю ­
щие» р еш ен и я , брю стер о вско е  о тр аж ен и е  о б ъ ем н ы х  в о л н  от п о в ер х н о сти  
к р и с т а л л а  и  н еф и зи чески е  р еш ен и я  (о тр аж ен и е  н еодн ородн ы х в о л н ), ам ­
п л и т у д а  к о то р ы х  н ео гр ан и ч ен н о  н а р а с т а е т  в г л у б ь  среды .

Д л я  д ал ьн ей ш его  у п р о щ е н и я  м н о ж и тел ей  д и сп ер си о н н о го  у р а в н е н и я  (7) 
д о п у сти м , что к р и с т а л л  о б л ад ает  эл ем ен там и  ром б и ч еско й  си м м етри и , 
н ап р и м ер  тр ем я  в заи м н о  п е р п е н д и к у л я р н ы м и  о сям и  си м м етри и  вто р о го  
п о р я д к а . Н о р м а л ь  к  п о в ер х н о сти  среды  п о -п р еж н ем у  о р и ен ти р у ем  в д о л ь  
одной  и з осей  вто р о го  п о р я д к а , а  н а п р а в л е н и е  во л н о в о го  в е к т о р а  к  вы берем  
в м ал о й  о кр естн о сти  вто р о й  оси  си м м етри и  к р и с т а л л а . Это п р и вед ет  к  то ­
м у , что  гр о м о зд ки е  в ы р а ж е н и я  Dx и  D3 у п р о с т я т с я , р а з л а г а я с ь  н а  следую ­
щ и е п росты е м н о ж и тел и :

D1 =  FxFt =  О, (8 )
=  (Свй -  pv2)2 W  =  о ,

зд е с ь , Ьх =  (Свв — pv2)2 — р2 (С 

г -  (Си -  Ру3) , (Ръь -№°~)Р г -----------р --------- I---------р ------------
^55 °33

_  (Си —  Р ^ ) ( С ЙГ> — pv2)

ее —  Р ^ 2)  +  Ро,  

(Схз +  Сю)а
сзасьь ’ * п  = Си + С13*/С33»

Р О = Г  Г°  33^55 1*1 — К 11 +  (Сгз/Сзз +  1 )ру2»

Li =  (1 +  KiM*)*(Cbb -  pi;2) С 33 -  с ьъ (Си -  pv2) =  0

— д и сп ерси он н ое  у р ав н ен и е  д л я  д в у х п а р ц и а л ь н о й  р эл еев ск о й  вол н ы .
У р авн ен и е  Р2 =  0  то ж д ествен н о  и сч езает  по м ере п р и б л и ж е н и я  н а ­

п р а в л е н и я  р а сп р о стр а н е н и я  во л н ы  к  оси  си м м етри и  вто р о го  п о р я д к а . Д л я  
н а х о ж д е н и я  его р еш ен и й  необходим о р ассм о тр еть  п р е д е л  к о р н е й  у р а в н е н и я
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Рис. 3, Реальные части фазовых скоростей (103 м/с) акусти­
ческих воли в плоскости Х-среза кварца: 1 — поверхностная 
акустическая волна, 2 — нефизическое решение, 3 ,4 ,  7—
10 — «оттекающие» решения, 5 , 6 , 11, 12— брюстеровские от­

ражения объемных волп

/^2 = 0  п р и  ср—>0 , где <р—у г о л  о тк л о н ен и я  вол н о во го  в е к то р а  волн ы  от оси вто ­
рого  п о р я д к а . В  р е зу л ь т а т е  м ож н о  п о л у ч и ть  п о л и н о м и ал ьн о е  у р а в н е н и е

2.вто р о й  степ ен и  о тн оси тел ьн о  рw:

+

I \  =  l i in
Ф—0

С
16 +  '

36 pV‘
'33 ')[

г К п 4̂5 (Р"2 -  с 6в)
L Сьь 5̂5 С4 4

(Р^2- с 6б) к  п  +  РУ2
44 65

] + 
-&1И

Сзз
с

где Ки  =  — С 16 +  C3QC13IC33, п р и  м ал ы х  зн а ч е н и я х  у г л а  <р имею т место 
о ц ен к и  С36 ~  ф (С 2з — С13), 6 45 ~  ф (С44 Сьь), С16 ~  ф (-^св
-  с п + с12).

П р и  р асп р о стр ан ен и и  ак у сти ч еск о й  волн ы  в д о л ь  оси  си м м етри и  в т о ­
рого  п о р я д к а  ром би ческого  к р и с т а л л а  все реш ен и я  во л н о в о го  у р а в н е н и я  
(1 ), у д о вл етво р яю щ и е  одн оврем ен н о  гр ан и ч н ы м  у сл о в и я м  (2 ), м ож н о  
п о л у ч и ть  ан а л и ти ч е с к и  [8 ]. О н и  я в л я ю т с я  р еш ен и ям и  ди сп ерси он н ы х  
у р а в н е н и й  Ь2 =  0 , Ссб — pv2 =  0  и  =  0. К р о м е  то го , сущ ествую т 
и  р еш ен и я , у д о вл етво р яю щ и е  волн овом у  у р авн ен и ю  и  гр ан и ч н ы м  у с л о ­
ви я м  п р и  лю бом  зн ач ен и и  ф азо во й  скорости :

U 2  =  c \ e i k  ЭЛ + (9).
ия 
и- =  Сг

и 3
+  С, e-iK-p,*, +  с з [ U3 )

и1 /2 U 1/3
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где п о к а за т е л и  (32 — реш ени я у р а в н е н и я  р2 +  (C0f) — р vz)/Cu  =  0, а  по» 
к а з а т е л и  p lt р 3 р еш ен и я  у р а в н е н и я  р4 +  РчР2 +  /?0 =  0 .

Р еш ен и я  д и сп ер си о н н ы х  у р а в н е н и й  (8 ) д о л ж н ы  н еп реры вн ы м  образом  
п р и  ф ->■ 0  со вп асть  с  уп о м ян у ты м и  вы ш е ан ал и ти ч еск и м и  реш ен и ям и  
зад ач и  п р и  зн ач ен и и  у г л а  ф =  0. О тсю да сл ед у ет , что  с т р у к т у р а  во л н , 
соответствую щ и х  «лиш ним» ди сп ерси он н ы м  у р а в н е н и я м  Р2 =  0 , Ь1 =  0 
и  Z>2 =  0 , д о л ж н а  н еп р ер ы вн ы м  о б р азо м  п ри  ф - >  0  стр ем и ться  к  одной 
и з с т р у к т у р  в о л н  систем ы  (9). П ри  этом к о р н и  д и сп ер си о н н ы х  у р а в н е н и й  
F2 = 0 , L ,  =  0  и  D2 =  0  даю т к о н к р етн ы е  зн ач ен и я  ф азо вы х  скоростей  
д л я  реш ен и й  (9) и з  бескон ечн ого  п р о и зв о л ь н о го  н аб о р а  зн ач ен и й  ск о р о с ­
тей . Т а к  к а к  у р а в н е н и е  L , =  0  я в л я е т с я  у сл о ви ем  общ ности  (вы р о ж д ен и я) 
к о р н ей  д в у х  у р а в н е н и й  Р2 +  (CGG — рv2)/C.u =  0  и  р4 +  р2р2 +  р0 =  0, 
то с т р у к т у р а  в о л н ы , со о тветству ю щ ая  у р ав н ен и ю  Ll =  0  п р и  ф 0 
стр ем и тся  к  с т р у к т у р е , состоящ ей  и з см еси  д в у х  р еш ен и й  систем ы  (9):

“ з \ г з\ г Л
Г  А

щ  == ц 2 +  С2 1 и2 е - т ^ 'з  +  с., | 0 в « 3 л ,  Рг =  Р2
u j W i W / 3

П ри чем  о н а  о д н о зн ач н о  о п р ед ел я ется  то л ь к о  п р и  введ ен и и  во зм у щ ен и я  
в с р ед у , точн ее  п р и  о тк л о н ен и и  во л н о в о го  в е к т о р а  к во л н ы  п а  м ал ы й  
у го л  ф от  оси  си м м етри и  в то р о го  п о р я д к а  к р и с т а л л а , сним аю щ ей  вы ­
ро ж д ен и е  у р а в н е н и й  р2 +  (С60 — р i;2)/C 44 =  0 , р4 +  р2р 2 +  р0 =  0 . Б о ­
л ее  то го , и зу ч ен и е  п р ед ел ьн ы х  свой ств  п о к а зы в а е т , что с т р у к т у р а  в о л н , 
со о тветству ю щ и х  ди сп ерси он н ом у  у р ав н ен и ю  L j =  0 , в сущ ествен н ой  
степ ен и  зав и си т  от «пути», способа п р и б л и ж е н и я  н о р м а л и  к  п о в ер х н о сти  
среды  и  н а п р а в л е н и я  во л н о в о го  в е к то р а  к  во л н ы  к  о сям  в то р о го  п о р я д к а  
ром би ческого  к р и с т а л л а . С ледует зам ети ть , что  п р ед ел ьн ы е зн а ч е н и я  
к о р н ей  «исчезаю щ его» д и сп ер си о н н о го  у р а в н е н и я  Р2 =  0 т а к ж е  сущ ест­
венно  з а в и с я т  от  «пути», способа п р и б л и ж е н и я  н о р м а л и  и  н а п р а в л е н и я  
вол н о во го  в е к то р а  к  к  о сям  си м м етри и  ром би ческого  к р и с т а л л а .

В зак л ю ч ен и е  отм етим , что  д и сп ерси он н ое  у р а в н е н и е  (6) м ож ет  бы ть 
и сп о л ьзо в ан о  д л я  р асч ета  п ар ам етр о в  «оттекаю щ их» в о л н , т а к  к а к  п р и ­
м енен ие д л я  эти х  ц ел ей  д р у г и х  и звестн ы х  ч и сл ен н ы х  м етодов [ 1 , 2 ] п р и ­
вод и т к  сущ ествен н ы м  затр у д н ен и я м .

А втор  в ы р а ж а е т  п р и зн а т е л ь н о с т ь  И . А . Г и л и н с к о м у , И . Б .  Я к о в к и н у  
за  о б суж д ен и е  и  п о л езн ы е  за м е ч а н и я  по д ан н о й  работе.
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