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ВЫНУЖДЕННОЕ КОМБИНАЦИОННОЕ РАССЕЯНИЕ ЗВУКА
НА ПУЗЫРЬКАХ ГАЗА В ВОЛНОВОДЕ ©
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Найдено усредненное по сечению волновода поле стоксовой компо
ненты при вынужденном комбинационном рассеянии звука на собствен
ных колебаниях пузырьков в волноводе. Вычислены порог возбуждения 
и инкремент нарастания стоксовой полны, коррелированной с волной 
накачки. Показано, что порог возбуждения в волноводе совпадает с поро
гом в свободном пространстве, тогда как инкремент нарастания выше, 
чем для плоской волны в свободном пространстве. Последнее связано 
с дополнительным вкладом стоксовых волн, некоррелированных с пол
ной накачки.

Вынужденное комбинационное рассеяние звука на газовых пузырьках 
в жидкости и основанная на этом явлении диагностика газовых пузырь
ков теоретически рассматривалась и работах [1—3]. В работе [4] данное 
явление наблюдалось экспериментально. Однако для ряда приложении, 
например для диагностики газопаровых пузырьков в трубах, необходимо 
знать особенности вынужденного комбинационного рассеяния звука 
(ВКРЗ) в волноводах. Основной интерес представляют здесь величины 
порога возбуждения ВКРЗ и инкремента нарастания стоксовой волны при 
наличии направляющих поверхностей. Этим вопросам и посвящена дан
ная работа.

Процесс ВКРЗ описывается системой двух уравнений [1], состоящей 
из волнового уравнения для акустического давления с учетом дпухфаз- 
иости среды

Ар—c0- 2p = —p0nv, (1)
и уравнения колебания газовой полости, в котором сохраним только квад
ратичную нелинейность

v+Q<?v+fv—avz— |J (2vv+v2) = —гр. (2)
Здесь точка означает производную по времени, р0 — равновесное давление 
в среде, рп — плотность жидкости, Q — добротность колебаний пузырька, 
п — концентрация пузырьков, й 0 — частота собственных колебаний пу
зырька, и'о — равновесный объем газового пузырька, Н0 — его равновесный 
радиус, 7 —показатель адиабаты. Кроме того, введены следующие обо
значения: о 02=37р0/роДо2, а =  (т+1) QoV2i>o, $=l/()v0, е=4я/?„/ро, /=£>„/(>= 
=  йо6.

Решение системы (I),  (2) ищем в виде

р =  —  [Р, (R)е - “'‘+Р2(R )е - 'ш’'+Р„ ( R ) к. с], (3)
2

г, =  -L  [ у, (R) е - 'м-'+у2 (R) е-'-Ч -р , (R) +  к. с], (4)

где Р, (R) — комплексная амплитуда накачки с частотой о>,, Р2(К) — амп
литуда стоксовой компоненты с частотой й)2=о>|—о)0. Л>(К) — амплитуда 
волны с частотой о>п, близкой к частоте собственных колебаний пузырь
ков, о)0—й 0. Через уЦК) обозначены комплексные амплитуды колебаний 
пузырька в точке К с соответствующей частотой.

Подставляя (3) и (4) в (1) и (2), в приближении заданной накачки,
т. е. пренебрегая обратным воздействием стоксовой волны па волну на-
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качки, получим уравнение для стоксовой волны

где

IV

(R) +  [?V+IY( |Р ,(R) |2)]Р 2(R) =0,

%22= Л*2"-4-р о ^ г е с о V /^2, /с2=с»>2/ с 0, R = { £ ,  г/, ?'}, 

( |P ,(R )|2)= i)2|P1(R )|2, D2=p0/z ^ e W / |T i |V ^

(5 )

71 e>i озi, у2 -V со22 /̂ft)2, Т°—^о2—(»)<Г—£/о)о, p=[J(cQ|2_bG)o2—
—(1),о)0) — а. При выводе уравнения (5) мы пренебрегли параметрическим 
взаимодействием, т. е. отбросили член соР,Р0\  Это оправдано существова
нием волноводной дисперсии и дисперсии, обусловленной наличием пу
зырьков [5J.

Таким образом, в приближении заданной накачки распространение 
стоксовой волны в волноводе описывается линейным волновым уравне

нием, в котором член Г22 зависит от 
интенсивности накачки и от коорди
нат. Поскольку Г22 — комплексная ве
личина, это приводит к изменению 
фазовой скорости и коэффициента 
затухания (или нарастания) стоксо
вой волны в волноводе с пузырька
ми при включении накачки.

В дальнейшем для определенно
сти будем рассматривать прямоуголь
ный волновод (рисунок). Чтобы не 
учитывать отражение набегающих 
слева (из г= — °о) волн накачки от 
границы пузырькового слоя, располо
женного при г=0, будем предпола
гать, что величины атп и bvt (опреде
ление см. ниже) заданы при r=-f0.

Разложим поле стоксовой волны Р2 по собственным функциям соот
ветствующего однородного волновода (волновода сравнения). Коэффици
енты такого разложения, вообще говоря, будут зависеть от г, но, учитывая, 
что |Г2|2<  |/с2|2, воспользуемся адиабатическим приближением [5], т. е. 
пренебрежем переходом части энергии стоксовой волны из v-й моды в 
р-ю моду из-за рассеяния на неоднородностях среды. В этом приближении 
каждая мода стоксовой компоненты распространяется независимо от дру
гих и самостоятельно приспосабливается к изменяющимся по г условиям 
распространения. Фактически это соответствует пренебрежению ВКРЗ 
назад.

В принятом приближении

Pi(R) =  X i  X j &' ' (pv(Z, г) ф, (у, г)exp [ i J  (г') clr' j . (6)

Здесь cpY и ср, — ненормированные собственные функции волновода сравне
ния, зависящие от г. как от параметра, и удовлетворяющие уравнению

Д J«p +  [%22+ r 22 (R ) — е2 (г) ] ф —О (7)

с соответствующими граничными условиями на стенках волновода.
В дальнейшем будем интересоваться не полем P 2(R), а его интенсив

ностью |Р 2(К )|2, усредненной по сечению волновода, т. е. величиной
Нг Ни

L  (г) =  (Н М ,)- ' \  'dz$dy\ Р2 (R) 12=
О О

Пг U„

=  (Н М ,) -1 j  dz j  dij { ^  X i  | bvicpvtp; | 2 X
0 0 v I
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У

X exp |̂ —2 Im { | Vi ( r ' ) d r '  ] +  2 '} . (8)
0

В формуле (8) выделена сумма диагональных членов с попарно совпадаю
щими индексами, а через S' обозначена сумма но четырем попарно не
совпадающим индексам, отвечающая интерференционным слагаемым. При 
усреднении по сечению волновода эти быстроосциллирующие слагаемые 
дадут пренебрежимо малый вклад в усредненную интенсивность /Д г). 
Воспользовавшись условием нормировки собственных функций

\  dz(^2{z)=Nz\  I d y q > f ( y ) = N y \
О о

запишем (8) в виде г

b ( 0 = X Z ^ V ( t f ^ J - M M 2exP[ - 2 l m j  |w (r ')d r '] .  (9)
V  /  О

В случае одпочастотной монохроматической накачки при получении 
ненулевого решения для стоксовой компоненты необходимо ввести источ
ники стоксовой частоты, соответствующие спонтанному рассеянияю, кото
рое является затравочным для ВКРЗ. Вместо этого, как и в работе [9] убу
дем полагать, что при г= + 0 , т. е. па границе пузырькового слоя, имеется 
слабая стоксовая волна с заданным распределением амплитуд мод 6V/. Та
ким образом, задача сводится к отысканию постоянных распространения 
мод стоксовой частоты, зависящих от интенсивности накачки.

Постоянные распространения найдем, воспользовавшись теорией 
возмущений для несамосопряженных волновых задач. Пусть удовлет
воряет уравнению (7) без малого параметра ГД Используя метод, описан
ный в работах [6—8], нетрудно показать, что в первом порядке теории 
возмущений

&*« (г) =%Т +%« (г) ,
н, и.

(*)1 vl ( r ) ^ ( 2 T O vr V ' I  dz \  dy cpv2(p;2r 22(R)- (Ю)
Cl 0

В выражение для IV входит интенсивность накачки | / \ ( К ) |2. Представим 
ноле накачки в виде суммы мод и по аналогии с выводом формулы (9) от
бросим быстроосциллирующие слагаемые в выражении для |P ,(R )|". 
Т огда н, н

С  (О * d 2 У  Y
I/

атп
2ц.:

(0) iU i - J iy  2ЛТ 2
* z ^ '  V у

j  dz j  dy cpv2cp,2|a|vt|v 2 _ — 2  I m  hП"Г, (11)

где hlnn — комплексные постоянные распространения мод накачки, вели
чины |а„1П|2 характеризуют распределение энергии накачки по модам, 
■фт, \\'п — комплексные собственные функции волновода, соответствующие 
волне накачки. В отличие от обычной теории возмущений в формуле (10) 
под знаком интеграла стоит квадрат собственной функции волновода срI ti> 
а не квадрат ее модуля. Благодаря этому возможен учет изменения как 
фазовой скорости, так и коэффициента затухания волны стоксовой часто
ты. Для малых расстояний г можно пренебречь затуханием волны накач
ки, 1 т й шпг<1, и из формулы (9) с точностью  до  постоянного  множителя 
следует

7 .(г )=  X ^ e x p [ - 2 I m ( |v(r+ iv (I1,)r]. (12)
v  I
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Из формулы (12) видно, что в рассматриваемом приближении нараста
ние стоксовой волны возможно при условии

()< Im £v/tJ<  — Ini

Мнимая часть поправки к постоянной распределения в самом деле может
быть отрицательной, поскольку величина Dz/1$t практически чисто мни
мая, причем Jin 1У<0, а интегралы в формуле (10) — практически чисто 
действительные для не слишком близких к критическим номеров мод. За
метим, что условие (13) не выходит за рамки применяемого здесь метода, 
поскольку для применимости теории возмущений требуется лишь малость
модуля поправки | gw | по сравнению с |- Поскольку в многомодо
вых волноводах для номеров мод, не слишком близких к критическим,

выполнено условие Не %l°i) >  Im|v{0)* для применимости теории возмущений

можно потребовать выполнение неравенства Re Re | vy0>, которое дейст
вительно может быть удовлетворено с одновременно выполнением усло

вия 11m gw* | >  | Irn | .
Рассматривая многомодовый (число слабозатухающих мод M+N>1) 

прямоугольный волновод с абсолютно мягкой верхней границей (при 2 =  
=0) и тремя абсолютно жесткими стенками и принимая распределение 
интенсивности накачки по модам равномерным, |а,пп|2==|яо|2» из выраже
ния (11) получаем

I гп Iv! ]^ M N  I а 0 121m D 2M i £ v(, ' .  (14)
Выражение (14) получено при учете лишь тех мод, которые удовлет

воряют условию фазового синхронизма [ 10J и обусловливают наиболее 
сильный вклад в возбуждение стоксовой компоненты поля в волноводе, 
а именно моды с попарно совпадающими индексами, v=n, 1=т (при сде
ланных выше предположениях это соответствует тому, что фазовая ско
рость стоксовых компонент приближается к фазовой скорости моды па- 
качки) .

Считая для простоты распределение интенсивности затравочных флук- 
туациониых колебаний по модам также равномерным, т. е. полагая 
|ftv/ |2= |b o |2, получаем

N  М

/ ,  ( '■ )  -  I Ь„ | z  X ! f  X j  e x p  ( -  2 £ „ / ■ ) ,
V *  I /  =  1

v !  =  I m  ( | ‘ 0 , +  I a„ I W A ' D 7 4 £ w ’  ) .
(15)

Уровень возбуждения (порог) находится из условия (JVf<0, которое с 
определенных номеров мод v, 1 не может быть удовлетворено, поскольку 
Im 'с̂ У увеличивается с увеличением номера моды. Таким образом, при 
любом фиксированном уровне накачки будет наблюдаться обеднение ме
дового состава стоксовой волны при распространении вдоль волновода.

Учитывая, что |а0|2 имеет смысл интенсивности накачки, приходящей
ся па одну моду, величину \a0[ 'M N^Ip следует рассматривать как оценку 
интенсивности накачки. Из выражения (14) следует, что в рамках при
меняемого в данной работе приближения уровень порога накачки слабо 
зависит от числа мод. При удалении границ волновода к бесконечности
Sv? стремится к %2, и выражение (14) сводится к результатам для пло
ской волны, полученным Заболотской [1]. В самом деле, поскольку
Im =Im(%22—%v2—тр2) ‘\  Kv—vn/HZl г\1 ^Ы /Н Уч для высоких частот, со,,
со2>соо и низших (слабозатухающих) мод получим; Im |v / — 1 т й 2=  
=4л.Яобд^о/о)2̂ 2, где б — коэффициент затухания колебаний пузырька.
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В итоге каждый член ряда в формуле (15) будет давать примерно одина
ковый вклад в усредненную интенсивность стоксовой компоненты, 
I 8 (г) — | &о 12MN exp [ (—2 Iin %2—h  Ini D2/2ft2) г]. Учитывая, что | b012MN 
имеет смысл суммарной интенсивности спонтанных стоксовых колебаний 
/ 0s, приходим к формуле / 3 (/') —/ 0s ехр[—r(2 Im Im Д2/2%г) ], совпа
дающей с результатом Заболотской, если пренебречь затуханием воли в 
пузырьковом слое, ImK*2<ReK2.

Таким образом, в данном приближении порог возбуждения и полный 
инкремент нарастания ВКРЗ в волноводе такой же, как и в свободном 
пространстве. Однако, как показано в работах [9, 10], посвященных ВКР 
в оптике, заметный вклад в амплитуду моды стоксовой компоненты с но
мерами v, I могут давать и моды накачки с близкими номерами т, ?г, не
смотря на то, что фазовый синхронизм этих мод при распространении 
вдоль волновода в конце концов нарушается.

Из сказанного следует, что наблюдение ВКРЗ в волноводе в сравне
нии с квазиплоскими и сфокусированными пучками имеет некоторые 
преимущества. Во-первых, в волноводе с достаточно хорошо отражающи
ми стенками спадание интенсивности накачки с расстоянием происходит 
медленнее, чем в квазпплоских пучках. Следует ожидать, что в волноводе 
возможно возбуждение (и наблюдение) ВКРЗ при сравнительно неболь
шом превышении порога. Во-вторых, в волноводе появляются условия для 
обращения волнового фронта стоксовой волны на интерференционной 
структуре поля накачки [10]. Экспериментальный порог ВКР в оптике оп
ределяется очень низким уровнем тепловых шумов, определяющих уро
вень спонтанного стоксова излучения и имеющих уровень порядка Ю"’11-̂ - 
-Н.0""13 относительно уровня накачки. Кроме этого, первая стоксова ком
понента ВКР наблюдается только точно вперед или назад, поэтому для 
экспериментального наблюдения ВКР в оптике необходимо усиление сток
совой компоненты до уровня накачки. Имепио это определяет большую 
величину «магического логарифма» [10]. В этих условиях поглощением 
стоксовой волны можно, очевидно, пренебречь. Как показали эксперимен
ты по ВКРЗ [4], сильный шум, сопровождающий генерацию пузырьков 
(порядка 10_4-Н0“5 от уровня накачки), и, следовательно, более высокий 
уровень спонтанного стоксова излучения приводит к тому, что для наблю
дения ВКРЗ высокий инкремент иарастапия не требуется.

Авторы выражают благодарность II. Ф. Пилипецкому за полезное об
суждение результатов работы.
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