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Д И С П Е Р С И О Н Н Ы Е  К Р И В Ы Е  Ф А З О В Ы Х  С К О Р О С Т Е Й  
П Е Р И Ф Е Р И Ч Е С К И Х  В О Л Н  Т И П А  Л Э М Б А , 

В О З Б У Ж Д Е Н Н Ы Х  В  К Р У Г О В О Й  Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О Й  О Б О Л О Ч К Е  

П Р И  Р А С С Е Я Н И И  Е Ю  П Л О С К О Й  А К У С Т И Ч Е С К О Й  В О Л Н Ы  ©

Предложен способ расчета дисперсионных кривых фазовых ско
ростей периферических воли типа Лэмба, обегающих круговую цилиндри
ческую оболочку, контактирующую с жидкостью, состоящий в отыска
нии точного реш ения в виде ряда прямой задачи рассеяния оболочкой 
плоской акустической волны давления и применения процедуры расчета 
резонансных компонентов парциальных мод. Проведен счет дисперсион
ных кривых симметричных Si (1=0, 1, 2, 3) и  антисимметричных At (I=
= 0 , 1, 2, 3, 4) волн. Найдены критические частоты возбуждения волн 
Лэмба высших порядков. Выявлено сходство рассчитанных дисперсион
ных кривых с соответствующими кривыми для  предельной задачи -  
о волнах Лэмба в плоском «сухом» слое.

При анализе зависимости модуля амплитуды давления, рассеянного 
оболочкой, от частоты наряду с традиционной техникой интегрального 
преобразования Зоммерфельда-Ватсоиа в последнее время часто исполь
зуется метод выделения и идентификации резонансов и теория резонанс
ного рассеяния. Согласно последней, каждый член ряда Рэлея, представ
ляющего точное решение стационарной задачи для давления, разбивается 
на два компонента — резонансный и фоновый (основание). В зависимости 
от относительной толщины оболочки и параметров материала, из которого 
она сделана, фоновый компонент подбирается так, чтобы с его помощью 
можно было бы смоделировать процесс зеркального отражения и дифрак
цию (в узком смысле) на оболочке.

Расчет резонансных компонентов парциальных мод в задаче рассея
ния, в частности, позволяет построить дисперсионные кривые. Резонанс 
обозначается парой цифр п , I. Первая из них задает порядковый номер 
резонанса, а вторая определяет семейство (тип волны). Резонансные час
тоты парциальных мод (стоячих волн) соответствуют резонансам пери
ферических (бегущих по оболочке) волн. Они также совпадают с собст
венными частотами колебаний оболочки, погруженной в жидкость.

Резонанс периферической волны имеет место тогда, когда точно целое 
число ее длин укладывается на длине окружности направляющей обо
лочки:

Здесь а — наружный радиус оболочки, \ п1 — длина периферической волны, 
Cniph фазовая скорость волны на резонаисиой частоте x ul; v , / л — относи
тельная фазовая скорость волны, к=(й/с — волновое число в жидкости, 
х=ка  — волновой радиус, ш —частота, с —скорость звука в жидкости.

Свойства периферических волн, возбужденных в оболочке, аналогичны 
свойствам волп Лэмба в плоском «сухом» (без всякого контакта с жид
костью) слое. Поэтому здесь возможно использовать для периферических 
волн в оболочке те же обозначения, что и для волн в плоском слое. Сим
метричные волны обозначены Sh а антисимметричные —A t. Индексы сим
метричных волн обозначены (п,1), а антисимметричных — (га, I) .

По положению га-го резоиаиса волны l-то семейства можно, согласно 
определению, найти безразмерные фазовую и групповую скорость пери-
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ферической волны vph[x{n, l ) ]= x(n , l)/n, vp,‘[x(n, l))=x{n, l(/n , убг[я(гс, 
Z)] = а ; ( г с - И , / )  — (лг,Z), и*г[х(п,1(]=х(п+1,1(—х(п,1(. В качестве x(n,l)  
и х{п, 1{ используются координаты, соответствующие максимальным ам
плитудам резонансных компонентов парциальных мод, для симметричных 
и антисимметричных волн соответственно.

Применяя в качестве независимой переменной волновую полутолщи- 
ну — к,d=wd/ch d= 42{a—b), можно сравнить между собой скорости пери
ферических волн, возбужденных в оболочках различной относительной 
толщины: h = \ —b/a. Здесь b — внутренний радиус оболочки, с, — скорость 
поперечных воли.

Обычно строят зависимости безразмерных, к с,, фазовых скоростей от 
k,cl. Пересчет дисперсионных кривых vph{x) в кривые (cph/c,) (k,d) про
водится по формулам cph/c(=(c/c,)vph, k,d=(c/ct) hx/2.

Расчет зависимости модуля амплитуды давления, рассеянного оболоч
кой, от частоты и резонансных компонентов парциальпых мод проводился 
для точки наблюдения, расположенной в дальнем поле, при рассеянии 
назад. Область счета по х : (X,z^400. Шаг счета частотной зависимости 
/,=5/256. Резонансные компоненты парциальных мод считались с шагом 
вдвое большим. Относительная толщина оболочки Л=1/10. Фоновые ком
поненты соответствуют «акустически жесткому» цилиндру. Счет прово
дился для пустой алюминиевой оболочки, погруженной в воду, при сле
дующих параметрах: алюминий: pt=2,79-10® кг/м3, с,=6380 м/с, с,= 
=3100 м/с; вода: р—1-103 кг/м3, с=1470 м/с.
Направление распространения падающей волны перпендикулярно про
дольной оси оболочки.

В таблице даны положения по х  резонансов периферических волн, 
а на рисунке показаны дисперсионные кривые. Сплошной линией даны 
дисперсионные кривые фазовых скоростей периферических волн, возбуж
денных в оболочке. На них отмечены положения резонансов. Для сравне
ния пунктирной линией показаны дисперсионные кривые фазовых скорос
тей воли Лэмба, распространяющихся в плоском «сухом» слое. При фик
сированном kid фазовая скорость периферической волны в оболочке не
сколько больше, чем скорость волны Лэмба в плоском слое. Различие в 
скоростях вызвано кривизной цилиндрического слоя и наличием контакта 
с жидкостью. Если рассмотреть как предельную задачу о волнах в плос
ком слое, одпа поверхность которого контактирует с жидкостью, а дру
гая — свободна, подобно тому как это имеет место в задаче рассеяния вол
ны оболочкой, то получаемые из дисперсионных уравнений кривые фазо
вых скоростей будут располагаться выше пунктирных кривых, показан
ных на рисунке, а различие в скоростях станет меньшим. С другой сто
роны, если выполнить расчет дисперсионных кривых периферических волн: 
для более топкой оболочки, например с h= 1/ 100, то «оболочечные» диспер
сионные кривые, сплошные линии на рисунке, опустятся к пунктирным 
и различие в скоростях также станет меньшим.

На плоскости cph/ct—k,d резонансы волн одинакового порядкового но
мера п , но различных семейств I и т как для симметричных, так и для 
антисимметричных воли Лэмба, располагаются вдоль прямых, проходя
щих через начало координат с угловым коэффициентом 2/nh. Для значе
ний п , кратных пяти, они показаны на рисунке.

При ktdK 2 положение резонансов волн S0, Л« и Л, хорошо согласуются 
с данными, полученными ранее в результате счета, а также измеренными 
в эксперименте.

При l> 1 координата первого резопапса периферической волны опре
деляет критическую частоту возбуждения волны в оболочке. Эта частота 
практически совпадает с критической частотой запирания в предельной 
задаче — о волнах Лэмба в плоском слое. Как известно, последняя нахо
дится по явной формуле.

Графики дисперсионных кривых, приведенных на рисунке, обрезаны 
по верхнему берегу при cph/ct= 7. Они могут быть достроены по данным, 
приведенным в таблице.

Для более тонких оболочек дисперсионные кривые располагаются меж-
ю з а
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S, S, 8Я Ло • А, а 2 Аз

132,11 136,88 66,52 198,83 272.73
131,17 138,01 265,08 — 66,91 198,83 272.85
130,08 139.45 265,12 0.60 67,58 198,83 273.01128,98 141,02 265.20 1.21 68,48 198,87 273.28
127,93 142,66 265,27 1,99 69,61 198,91 273,59
126,95 144,38 265.39 2,93 70.98 198.94 273.98
126,02 146,13 265,51 4,02 72,50 198.98 274.45
125,20 147.96 265,66 5,20 74,18 199.00 275,00
124,45 149,88 265,82 6,45 76,05 199,14 275,59
123,79 151,80 266,02 7,73 78,01 199,26 276,25
123,24 153.79 266,25 9,10 80,12 199,38 276,95
122,81 155,82 266,48 10,51 82,30 199,49 277,73
122,50 157,89 266,72 — 84,61 199,65 278,59
122,30 160,00 267.03 16,76 86,95 199,80 279,49
122.27 162,15 267,30 19,02 89,38 200,04 280,83
122,34 164,34 267.66 21,21 91,84 200,27 281,45
122,58 166,52 268.01 23,40 94.34 200.51 282,50
123,01 168,79 268.40 25,55 96.88 200,82 283.59
123.59 171.05 268.79 27.73 99,45 201,13 284,73
124,38 173.40 269.26 29,96 102,03 201,52 285,90
125,35 175,74 269,73 32,11 104,61 201,91 287,11
126,56 178.09 270.20 34,34 107,19 202,38 288,36
127.97 180.51 270,74 36,60 109,77 202,85 289,65
129,61 182.93 271.29 38,83 112,30 203,40 290,98
131,48 185.35 271.88 41,09 114,84 204,02 292,34
133.56 187.81 272,50 43,32 117,38 204.65 293,71
135,82 190.31 273,16 45,59 119,88 205,35 295,12
138,24 192.81 273,87 47,81 122,38 206,13 296,52
140.82 195,35 274,61 49,96 124,84 206,95 297,97
143.52 197,89 275.39 52,30 127,34 207,85 299,41
146,33 200,47 276,21 54,57 129,80 208.83 300.86
149,22 203,05 277,03 56,84 132,23 209,88 302.34
152,23 205,59 277,93 59,10 134,69 211.02 303.83
155.23 208,16 278,91 61.32 137,07 212,23 305,31158.32 210,70 279,88 63,59 139.49 213,59 306.80
161,41 213.09 280.90 65.82 141,84 308,28
164,53 217.19 281,99 68,09 144,18 215.16 309.27
167.66 219,61 283,13 70,31 146,48 216,81 311.29
170.78 222,19 284.34 72,58 148,75 218,59 312.77
173.87 224,88 285,59 74,80 150,98 220.27 314,26
176,99 227,62 286,88 77,03 153,16 221,99 315.74
180,08 230,35 288,24 79,26 155,31 223.79 317,23
183.13 233,16 289.65 81,48 157,38 225.63 318,67
186,13 236,02 291.13 83.67 159,45 227.54 320.16
189.10 238.87 292.66 85,90 161,45 229.49 321,60
192.07 241.76 294.26 88,13 163,44 231,52 323,09
194.96 244.65 295,90 90,31 165,35 233,59 324.53197,81 247,58 297,66 92,54 167,27 235,70 326,02
200,63 250,55 299,41 94,72 169,10 237,85 327,46
203,36 253,55 301,29 96.91 170,90 240.04 328,95
206.09 256.60 303,20 99.10 172,70 242.27 330,39
208.75 259.65 305.20 101.29 174,45 244,49 331,88211,37 262,70 307,27 103.48 176,17 246,76 333,36213,91 265,78 309,38 105,66 177,85 249,06 334,84
216,41 268.91 311,56 107.81 179,53 251,37 336,33
218.87 272.03 313,83 110,00 181,21 253,67 337,86
221,25 275,16 316,17 112,15 182,81 256,02 339,38223.59 278,32 318,55 114.30 184,45 258,32 340,94
225,90 281,48 321,02 116,45 186,05 260,66 342,50228.16 284.61 323.55 118,59 187,66 262.97 344.10

»ыми приведенными на рисунке (сплошной и пуш 
азовой скорости может быть найдена путем интс] 
угловым коэффициентом 2jnh. Для грубой (чисто к 
еличипы фазовой скорости периферической волпы 
□льзовать дисперсионную кривую для плоского слс 
ггавляет труда.



Подобный характер имеют дисперсионные кривые фазовых скоростей: 
и для других параметров материала оболочки и окружающей ее жидкости,, 
но при выполнении условия с{>с(>с , которое, впрочем, не очень ограни
чивает.

При необходимости, по данным, приведенным в таблице, можно рас
считать дисперсионные кривые групповых скоростей.
Институт кибернетики Поступила в редакцию
Академии наук ЭССР 9.XI.198&
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