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Методом частичных областей получено аналитическое решение задачи 
об излучении звука стенками сиифазно колеблющейся открытой ци
линдрической оболочки конечной длины. Основываясь па парных ин
тегральных представлениях для потенциала скорости, задача сведена 
к сингулярному интегральному уравнению первого рода па конечном 
промежутке, допускающему эффективное численное решение. В широ
ком диапазоне изменения волновых чисел и геометрических параметров 
оболочки проведен анализ резонансных явлении, связанных с ее внут
ренним объемом, характеристик мощности излучении звука и его на
правленности.

Исследование звукового ноля, создаваемого конечным отрезком жест
кой цилиндрической оболочки, является одной из наиболее интересных 
задач акустики, имеющей многочисленные приложения. Среди этих ис
следований можно выделить как классические мемуары Гельмгольца [1] 
и Рэлея [2] но теории органных труб, так и современный анализ водоза- 
полпениых пьезокерамических излучателей [3, 4]. В электродинамике 
родственная по постановке задача рассмотрена в статье [5J. Конечные 
размеры излучателя и наличие на нем острых кромок обусловливают зна
чительные трудности в построении аналитического решения соответст
вующей граничной задачи. В недавно опубликованной статье [6] гранич
ная задача излучения звука конечной открытой трубой сведена к инте
гральному уравнению Фредгольма второго рода. В данной работе, осно
ванной на [7], предлагается иной аналитический подход к решению та
кой граничной задачи, учитывающий специфику условий на ребре. Про
веден анализ энергетической эффективности излучения звука в широком 
диапазоне изменения частот и геометрических параметров оболочки.

Рассмотрим конечную жесткую цилиндрическую оболочку, определяе
мую соотношениями г=а, ( К у ^ 2л., | з | <А в цилиндрической системе ко
ординат (рис. 1 ), расположенную в акустическом пространстве, характери
зуемом плотностью р и скоростью звука с. Толщиной стенок оболочки по 
сравнению с длиной звуковой волны пренебрегаем и считаем, что оболоч
ка совершает гармонические осесимметричные осциллирующие колебания, 
при которых наружная и внутренняя стенки колеблются сиифазно, имея 
нормальную компоненту скорости L>0/(z)exp( — ш1). Задание па поверхно
сти излучатели значения нормальной колебательной скорости, не зави
сящей от реакции среды, идеализирует реальные источники звука. Одна
ко для выяснения основных особенностей звукового поля решение такой 
модельной задачи имеет определяющее значение.

Акустический потенциал ср(/% z) (здесь и далее множитель охр{—ш() 
опускается) осесимметричного звукового поля удовлетворяет однородно
му уравнению Гельмгольца в цилиндрических координатах

<92ср r 1  дц> , д\р' ' +  к ср=0, /с=(о/с.
дг2

и граничным условиям
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а также условию конечности акустической энергии в окрестностях кромок

983



Рис. 1. Геометрии задачи
Рис. 2. Давление и центре оболочки: 1 -  Л/д*0,5, 2 -  А/а=1, 5 -  /г/а=2 

Кружками на оси абсцисс обозначены значении первого продольного резонанса 
внутреннего объема оболочки с учетом поправки Ролен для тех же зпаченнй hi а

r=a, \z\=h и условию излучения на бесконечности. Амплитудные значе
ния давления и вектора колебательной скорости выражаются через по
тенциал ср соотношениями р= —йорф и v = —Уф.

Решение поставленной граничной задачи строим по методу частичных 
областей [8], разделяя цилиндрической поверхностью г^ а  акустическое 
пространство на две подобласти I и II (рис. 1) . В каждой нз них пред
ставляем потенциал звукового поля в виде интегралов Фурье

со

<pt (г, z) =  j  A{a)J0(qz)eiaz da, r<a, Z < o o
— oo

cp2( r ,z ) = J  В (a.) H ̂  (qr) eiaz dec, r^a,  |z |< o o ,
— OO

_________  ( 3 )

/ Ilk2—a2, |ct|s£/c,
q~ \ i i k 2- a \  | cc I >A,

где А (а), В (а) — неизвестные комплекснозначные функции, a J* и //v(,) 
означает соответственно функции Бесселя и Ханкеля первого рода по- 
рядка V. Представление (3) позволяет удовлетворить уравнению (1) в 
каждой из частичных областей и условию излучения. Для определения 
функций А (а) и В (а) необходимо использовать условия непрерывности 
звукового поля по давлению ф,=ф2 и нормальной составляющей скорости 
d(pt/dr=d(p2/dr па границе частичных областей r=a, \z\>h, а также гра
ничное условие (2). 'Гак как внутренняя и внешняя стенки оболочки по 
условию колеблются синфазно, то равенство нормальных составляющих 
скоростей имеет место на всей поверхности г=а. Это обстоятельство в силу 
свойств интеграла Фурье дает связь между функциями А (а) и В {а):

А (а) =В(а) //i(l) (qa)Ui (да). (4)

Условие непрерывности давления с учетом (4) и тождества 
Jl (qa)Ho{')(qa)—Jo(qa)Hx(l){qa)=2il(jiqa)i а также граничное условие (2)
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приводят к парному интегральному уравнению относительно функ
ции В (а)

со

f Я(«) jar

~  оо qah {qa) da=0, | z | >Л, (5)

ОО

j  B(a)qll,{l) (qa)ela’ da=v„f(z), z [ < i «3)
— CO

Выразим B (a) через новую неизвестную функцию i|)(z) но формуле

(7)

о условием

I i|>(t)dC-0. (8)
- h

Замена (7) позволяет тождественно удовлетворить уравнению (5). Ис
пользуя представление (3), можно показать, что

dq>i(a,z) 3<p2(a,z)
dz dz (9)

т. e. функция i|?(z) определяет скачок касательной составляющей! скоро
сти частиц среды на внешней л внутренней стенках излучателя. Интегри
руя по z в пределах от —h до h соотношение (9), находим, что интеграль
ное условие (8) выражает условие непрерывности давления на кромке г=
=а. z\=h. Подстановка (7) в (6) и учет асимптотики

q2aJi (qa)Hi0) (qa) _   ̂sign
4a

после перемены порядков интегрирования позволяет получить для неиз
вестной функции ф(£) интегральное уравнение

-Л  » Z —h
(10)

где регулярное ядро /£(£, z) имеет вид

Hi Г Г q2a.Jl (qa) IIУ} (qa) 
l a

и в дальнейшем вычисляется численным интегрированием с заданной точ
ностью. Уравнение (10) относится к полным сингулярным уравнениям 
типа Коши на конечном отрезке. Согласно общей теории таких уравнений, 
для удовлетворения условия конечности энергии в окрестности кромок 
r= a, \z\=h решение интегрального уравнения (10) следует искать в виде

♦ (Е )-т (С )/ У * Я Л  (И)
где функция ^(£) удовлетворяет условию Гельдера на отрезке |£,|< /г. 
В атом классе функций уравнение (10) имеет индекс х = 1  (см. [9]), при 
этом условие (8) позволяет выделить единственное решение уравнения
(10). При численном решении уравнения (10) применялся метод дискрет
ных особенностей [ 10]. Соответствующая система алгебраических уравне
ний, аппроксимирующая интегральное уравнение (10), является недоопре
деленной и для ее замыкания следует использовать условие (8).
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Далее, для простоты, ограничимся случаем, когда /(z) — четная функ
ция. В этом случае функция ф(£) будет нечетной, что дает возможность 
вдвое уменьшить порядок системы линейных алгебраических уравнений, 
а условие (8 ) заменить более простым условием т|Д0)=0. При количестве, 
расчетных точек N=2M-\-{ система линейных алгебраических уравнений 
для численного решения интегрального уравнения ( 1 0 ) но неравномерной 
сетке имеет вид

Л/ м
2Ь

y y  7 (£i) zi) — S j i  Z ; ) } — 2ny0/(zi) I

1, 2........ Af,
(12)

где ^ = A cos{h(2/—l)/(2iV)} и z,=Acos(In/N) — корни полиномов Чебыше
ва степени Л' первого и второго рода на отрезке [—А, А]. После решения 
системы ( 1 2 ) — нахождения величин 7  (£,•), удобно представить функцию 
7(5) интерполяционным многочленом по полиномам Чебышева первого 
рода М М

Т (£) — ̂ 0  ̂Z ^ 2m-1 ^ ^  7 (5i) (13)
m—1

Имея выражение (13), можно получить формулы для функции г|)(£) и, сле
довательно, для В (а), через которую выражаются физические характе
ристики звукового ноля. Так, выражение для нормальной составляющей 
скорости на поверхности цилиндра r=a, |zj<oo, которое при |z|<A следу
ет использовать для проверки точности выполнения граничных условий 
задачи, имеет вид

J\{qa)Н (qa) 
а

ia 1
I J2m- 1 (aA)cos az da— л  >

AT
1 V  / A\mr- &cos[(2TO-l)arcsin(|z|/fc)]
2 AmJ ( 4 )  Cm

m =  I

2 “  Vz2-A 2 v |z|-bVz2—A2 7

I ̂  | <A,

z >A.

Анализ данного выражения показывает, что при подходе к кромке со сто
роны акустической среды распределение колебательной скорости имеет 
особенность порядка (z2 —A2)~J\  Это согласуется с требованием конечно
сти акустической энергии в окрестности кромок оболочки.

Порядок М системы алгебраических уравнений (12) зависит от безраз
мерного волнового числа ка, отношения A/а и требуемой точности в удов
летворении граничных условий задачи. Анализ численных результатов при 
/ (z) =  1 в диапазоне 0 ,К А а < 5  и 0 ,1^ А /а < 5  показывает, что в системе 
(12) достаточно взять 5—10 уравнений для того, чтобы относительная по
грешность в удовлетворении граничного условия (2 ) не превышала 1 % по 
всей длине оболочки, включая кромки. Таким образом, предложенный ме
тод решения задачи обеспечивает надежное определение характеристик 
ближнего акустического поля при сравнительно небольшом объеме вы
числений.

Определение характеристик дальнего ноля можно осуществить на ос
новании формулы Кирхгофа. С учетом геометрии излучателя, осесиммет- 
ричности задачи и равенства нормальной колебательпой скорости на внут
ренней и внешней поверхности оболочки эта формула дает представление
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для потенциала ср(Д, 0) и сферических координатах (Д, 0) (рис. 1)
Л 2.1
А А ^  I  ^  f  ЛК*  V

ф С М ) = ^ 3  J [ф * (« , * ) -ф i ^ z ) ^ Y r \ ~ ~ R r r ^ d z ,

где Д‘ = У (a cosх—Д cos 0 )"+ (asinх )“+ ( 2—Д sin0)“. Вдали от поверхности 
излучателя имеем Д '~ Л — (acosxcosO+zsin 0). Тогда для значения по
тенциала в дальнем ноле, т. е. при Д->-<», получаем

Л
COS0) eikR

RФ(Д,0) * -
ка cos 0Уi («а

J  {фа(«, з) —<р, (a, z)}e"'2Sl,l0dz.

Учитывая интегральные представления (3), соотношения (4), (7) и при
меняя теорему о вычетах, приводим выражение для потенциала в даль
нем иоле к виду

фд (Д, 0) = —ка ctg 0/ 1  (ка cos 0)

•Окончательно расчетная формула для давления в дальнем поле имеет вид
м

nik2ha е
Рд (Л, 0) =pci;0----- -— cos 0У1 (ка cos 0)

г ft В

АД Е < - 1 )т+,Ст
т = 1

y2m- t(&fesin 0)
sin 0

(15)
и показывает сложный характер излучения оболочки. Отметим, что при 
-И) угловое распределение поля полностью характеризуется величиной 
cos0/i(/cacos 0). Важно подчеркнуть, что Дд(Д, лх/2) = 0  в этом порядке 
приближения по Д независимо от частоты и геометрических размеров из
лучателя. Это свойство дальнего ноля вдоль оси z можно качественно объ
яснить тем обстоятельством [8], что каждый участок стенки оболочки ко
леблется как одно целое, в результате чего на внешней и внутренней по
верхностях излучателя создается звуковое давление противоположных
а на ков.

Важной характеристикой звукового поля излучателя является средняя 
за период мощность W, передаваемая излучателем акустической среде. Ее 
можно вычислить, рассматривая либо работу стенок оболочки, затрачи
ваемую против внешнего и внутреннего давления, либо вычисляя поток 
мощности в дальнем поле через замкнутую сферическую поверхность ра
диуса Д >оо. Оба подхода в силу закона сохранения энергии должны при
водить к одинаковому результату, что может служить дополнительным 
критерием оценки точности решения. В первом случае имеем W = W l+W2.

и

Ws= (—1) !яаро)У01 / ( z ) I m [ « p s ( a , z )  ]dz, s= 1,2 ,
-Л

где W , и W2 — мощности излучения соответственно внутренней и внешней 
стенок излучателя. Используя соотношения (3), (4) и (13), получим сле
дующую расчетную формулу для мощности излучателя:

М  h

„ т 0?т V 1 / 4N . f ,,  ч cos[ (2т—l)arcsin(z/A) ]
W=npcv0 kha ^ j ( - l ) m+i Im(CTO) j /( 2 ) ------------ ^m- \ ------------ dz‘

m+l —ft
(16)

В случае равномерного распределения скорости значения интегралов под 
знаком суммы в представлении (16) при т > 2 равны нулю. Следователь
но, мощность излучения в этом случае полностью определяется коэффи
циентом Сх: W=n2pcv01kh~alm(Cl) .

Через характеристики дальнего поля мощность излучения определяется
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следующим образом:

—я/2

/ ( i ? ,0 ) = 4 R e ( p F n)fl.

Черта означает комплексное сопряжение. Используя формулу (15) и со
отношение Vn,*=—d(fjdfi. Получаем

Расчеты показывают, что в рассмотренном диапазоне изменения ка и 
hi а оба подхода дают числовые значения, отличающиеся лишь в шестом 
знаке.

Перейдем к анализу конкретных результатов, полученных для равно
мерного распределения колебательной скорости (/(z)=  1) . На представ
ленных на рис. 2 зависимостях модуля давления в центре оболочки с от
ношением Л /а>1 обращает внимание характерное резонансное поведение 
вблизи некоторых значений ка. Эти значения соответствуют частотам про
дольного резонанса внутреннего объема трубы с открытыми концами. Учи
тывая поправку Рэлея [ 1 1 ]  на открытые концы — увеличение эффектив
ной длины трубы на величину 1,22а, первый продольный резонанс опре-

ка отмечены на оси абсцисс. Видно, что поправка Рэлея при h/a> 1 обес
печивает несколько заниженное, но вместе с тем надежное (погрешность 
менее 5%) определение резонансных частот внутреннего объема среды. 
Для более длинных труб первый продольный резонанс является весьма 
высокодобротным — влияние внешней акустической среды на резонансной 
частоте незначительно.

На рис. 3 приведена частотная зависимость нормированных к длине 2h 
безразмерных (отнесенных к рси„2а) значений мощности излучения внут
ренней и внешней стенок излучателя при h/a= 1 и пульсирующего цилинд
ра бесконечной длины. Видно, что на частоте Аа<0,6 ниже первого про
дольного резонанса, излучение и среду полностью определяется только 
внутренней стенкой оболочки. В частотном диапазоне 0 ,0<А а< 1,05 из
лучаемая энергия внутренней поверхности оболочки преобразуется в ки
нетическую энергию колебаний присоединенной массы жидкости на 
внешней стенке (отрицательные значения величины W). Па частоте пер
вого продольного резонанса мощность излучения внутренней поверхности 
резко возрастает, а поток акустической энергии через внешнюю стенку 
излучателя равен нулю. С ростом ка величина потока акустической мощ
ности на единицу длины через внутреннюю стенку излучателя уменьшает
ся, а через внешнюю увеличивается и стремится к значению удельной 
мощности излучения пульсирующего цилиндра бесконечной длины.

Наряду с продольными резонансами внутренний объем трубы с от
крытыми концами обладает и последовательностью частот чисто радиаль
ного резонанса (Аа)рад = р п, •/,(рп)= 0 . На этих частотах ноле внутри тру
бы не зависит от координаты z и определяется решением плоской осесим
метричной задачи. Обращаясь к выражению (15), видим, что на этих ча-

ноле равно нулю независимо от высоты излучателя. Следовательно, в плос
кости z= 0 при h/a-*-оо на частоте радиального резонанса внутреннего объ
ема жидкости не получаем картину, характерную для плоской внешпей 
задачи о равномерно пульсирующем излучении бесконечного цилиндра.
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Рис. 3. Зависимость уделытой мощности излучения от частоты при h / a =  1: 1  -  внут
ренней поверхпости оболочки. 2  -  внешней поверхности оболочки, равномерно

пульсирующего цилиндра бесконечной длины
Рис. 4. Зависимость удельной мощности излучении от высоты оболочки при /с=» 
==3,832: 1 -  внутренней поверхности оболочки, 2 -  внешпей поверхности оболочки

Невозможность такого предельного перехода объясняется не столько влия
нием колебания концов оболочки на звуковое поле в срединной плоскости, 
сколько наличием у нее «открытых» торцов, через которые происходит об
мен энергией между внутренним объемом жидкости и внешней средой. 
В силу закона сохранения энергии ноток через сечение z=±h,  ра
вен потоку энергии через внутреннюю стенку излучателя. Поэтому, чтобы 
оценить степень влияния внутреннего объема жидкости на формирование 
внешнего акустического поля, рассмотрим взаимодействие стенок излуча
теля по полю.

На рис. 4 показана удельная мощность излучения внутренней поверх
ности и внешней поверхности излучателя на частоте первого радиального 
резонанса внутреннего объема жидкости в зависимости от значения отно
шения h/a. Видно, что при увеличении отношения hja мощность излуче
ния внутренней поверхности оболочки возрастает, в то время как удель
ная мощность излучения внешней поверхности стремится к удельной мощ
ности излучения пульсирующего цилиндра бесконечной длины и волно
вого радиуса ка=3,832. Такое неограниченное увеличение мощности, 
передаваемое внутренней стенкой оболочки акустической среде и уноси
мой через открытые торцы, имеет место только на радиальных резонансных 
частотах внутреннего объема.
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