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СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ КОНЕЧНЫХ 
ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ ЦИЛИНДРОВ

Рассмотрено применение полуаналитическою метода конечных эле­
ментов для анализа собственных колебаний высших порядков конечных 
пьезокерамических цилиндров. Для нзгибного пьезоцилиндра приведены 
зависимости спектров собственных частот в режимах резонанса и анти- 
резонанса и динамического коэффициента электромеханической связи 
от высоты цилиндра.

Анализ собственных колебаний конечных пьезокерамических тел при­
водит к сложным п малоисследованным задачам математической физики. 
Точные аналитические решения этих задач получены только для простей­
ших частных случаев, поэтому особое значепие приобретает разработка 
численных методов. Большие возможности для исследования пьезокера­
мических тел произвольных геометрических форм и размеров, применяе­
мых в качестве активных элементов электроакустических преобразовате­
лей, дает метод конечных элементов (МКЭ), позволяющий учесть любой 
тип поляризации, электроды произвольной формы, а также элементы 
конструкции пьезопреобразователя.

Вариационная формулировка МКЭ с учетом пьезоэлектрического эф­
фекта получена в работе [ I]. В статье [2] МКЭ исследованы собственные 
колебания пьезокерамических прямоугольных параллелепипедов. В ра­
боте [3] рассмотрено применение МКЭ для исследования осесимметрич­
ных колебаний секционированной пьезокерамической оболочки враще­
ния и приведены численные результаты для случая пульсирующего ци­
линдра (излучателя нулевого порядка). МКЭ можно использовать и для 
анализа излучателей высших порядков, также находящих широкое при­
менение на практике.

Целью данной работы является анализ собственных колебаний выс­
ших порядков тангенциально поляризованного (секционированного) 
ньезокерамического цилиндра произвольных размеров: спектров собствен­
ных частот в режимах резонанса и антирезонанса, динамического коэф­
фициента электромеханической связи (ДКС), форм колебаний, а также 
определение оптимальных геометрических размеров, обеспечивающих 
максимальное значение ДКС. Подобная задача в изотропном приближе­
нии без учета пьезоэффекта (определение нескольких первых резонанс­
ных частот цилиндров конкретных размеров) рассмотрена в статье [4].

Рассмотрим эту задачу в безразмерной глобальной системе цилиндри­
ческих координат /*, ср, я, нормированных на средний радиус цилиндра а. 
Цилиндр ограничен координатными поверхностями z = ± l , г=1±А, на ко­
торых отсутствуют нормальные и касательные механические напряже­
ния; на поверхностях, не покрытых электродами, обращается в нуль нор­
мальная компонента электрической индукции. Для исследования симмет­
ричных по высоте цилиндра колебаний достаточно разбить на конечные 
элементы (КЭ) половину цилиндра, при этом на плоскости симметрии 
х= 0  должны обращаться в нуль осевые компоненты смещения.

Для решения поставленной задачи целесообразно применить полуана­
литически й МКЭ, который позволяет свести трехмерную задачу к двумер­
ной [5]. В этом случае угловая зависимость описывается ортогональными 
функциями cos nep, sinrnp, п — порядок излучателя. Таким образом, ком-
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1юнеиты вектора смещения и электрический потенциал можно записать 
в виде

ur (/\ Z, ср) =щ  (г, z)cos пф, Мг(г, Z, ф) = н 2 (г, z)cos шр, 
нф(г, z, ф)=н 3(г, z)sin wp, F(r, z, <p)=Vi(r, z)sinmp.

При гс=0 получаем излучатель нулевого порядка (пульсирующий), 
ранее рассмотренный в статье [3].

Систему уравнений, описывающих пьезоэлектрический КЭ, получен­
ную в [ 1 ] на основе вариационного принципа виртуальной работы, мож­
но записать для кольцевого КЭ в безразмерном виде [ 6 ]

( | &ии[— (A,a) *c4* \т\)\ uJa> + \ kuv\ | Vt>= | Ft>, (1)
|Auv|r |Ht/a>+|AD1,| | У,->=РК?.->>

где |кии| — элементная матрица жесткости, \т\ — элементная матрица 
массы, [Амя,( — элементная матрица пьезоэлектрической «жесткости», 
|А„„| — элементная матрица диэлектрической «жесткости», |н,/а> — без­
размерный вектор узловых смещении, | V<> — безразмерный вектор узло­
вых электрических потенциалов, К<=К/ез//(е3/ а ) ,  г3з — элемент матри­
цы диэлектрических постоянных, е3/ — элемент матрицы пьезопостоян- 
ных, $=(е33)21 (&33 с33) , Сзз —элемент матрицы упругих постоянных, kt — 
волновое число поперечной волны, А,=о)/с,, ю —угловая частота, с\ — 
скорость поперечной волны, с*2=с447р, р — плотность пьезокерамики, 
|Л> — безразмерный вектор узловых сил, /у1,= ^ ./(л а 2Сзз d e t |/ |) , |(Л> — 
безразмерный вектор узловых зарядов, Qi=Qi'l(паге33‘ del | / | ) ,  dot | / |  — 
якобиан,

|m | =  j j  |/Vu|T|̂ Vu|rd5 , | М  =  Я  1е - М 5.
S  S

| М = Р  Я |* - Г М  l& IrdS , l ^ l T|e s | |5 „ |rd 5 ,
s s

где |A^u|T — транспонированная интерполяционная матрица для смеще­
ния, \сЕ\ — безразмерная матрица упругих постоянных при постоянном 
электрическом поле, \е\ — безразмерная матрица иьезопостояниых, |e,s| — 
безразмерная матрица диэлектрических постоянных при постоянной де­
формации (матрицы пронормированы соответственно на с33', езз\ £зз\ 
| =grad</V,.|, <Л*„| — интерполяционная матрица-строка для электриче­
ского потенциала, |/?и| =  | [ |Wtt|, |Lu| — безразмерный матричный диф­
ференциальный оператор, выражающий деформации через смещения, не­
нулевые элементы которого при использовании прямоугольных кольцевых 
КЭ равны Ьц=Ьъг=кГ1д/дх% L 22= Lu= Lai:=str'dldy, LM={rc+h{x ) - ' , />аз=  
= —Li2= —Lbi=nL 3i, L'j3—L u—L3[: .г, у — локальные прямоугольные коор­
динаты; г с — координата центра КЭ в глобальной системе координат, 
2А, — толщина КЭ в глобальной системе координат, 2 /— высота КЭ, S — 
площадь осевого сечения КЭ в локальной системе координат. В элемент­
ных матрицах системы (1 ) учтено, что интеграл по углу вычислен анали­
тически и численно нужно вычислить только двойные интегралы по пло­
щади осевого сечения КЭ.

Таким образом, при исследовании колебаний высших порядков пьезо­
электрического КЭ система (1) представляет собой систему Ат линейных 
алгебраических уравнений относительно узловых смещений и электриче­
ских потенциалов, где т — число узлов КЭ. Далее КЭ определенным об­
разом стыкуются и формируется глобальная система уравнений. Коли­
чество КЭ, набираемых по радиусу и высоте, произвольно и зависит от 
геометрических размеров, числа рассчитываемых собственных частот и 
требуемой точности, а также возможностей конкретной ЭВМ. Введение 
электрических граничных условий (равенство нулю касательной компо­
ненты напряженности электрического поля на электродах) понижает по­
рядок глобальной системы уравнений.

Для анализа режимов резонанса (напряженность электрического 
поля постоянна) и аптпрезопаиса (электрическая индукция постоянна)
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пьезоцилиндра при отсутствии внешних сил из глобальной системы урав­
нений вида (1 ) можно получить следующие обобщенные матричные зада­
чи на собственные значения [ 2, 6 ]:

( | Кии | — (Л* а )  2скк \М\)\  и,-/а>= 0 ,  (2)

(\KUU\ - \ K UV> <KUV | / К „ -  (kta) 2с44 \М\)\ ujd> =0, (3)
где большими буквами обозначены соответствующие глобальные матри­
цы с учетом электрических граничных условий. Из решения задач (2) и
(3) находятся безразмерные резонансные и антирезонапсные частотные 
параметры kta и соответствующие узловые смещения.

Одной из основных характеристик пьезоэлектрических материалов 
является коэффициент электромеханической связи (КС). Он характери­
зует преобразование энергии в пьезоэлектрическом материале лучше, 
чем совокупность пьезоэлектрических, диэлектрических и упругих посто­
янных, и, например, ширина полосы преобразователя непосредственно за­
висит от соответствующего КС [7]. Статические КС выражаются по из­
вестным соотношениям через постоянные пьезоэлектрического материа­
ла. В динамическом же случае КС зависит от распределения механиче­
ских величин и поэтому является функцией геометрических размеров 
пьезопреобразователя. Выбором оптимальных геометрических размеров 
можно добиться максимального значения ДКС для конкретной моды ко­
лебаний. Зная собственные векторы и собственные числа задачи (2), 
можно вычислить ДКС (к) для соответствующей моды колебаний как от­
ношение взаимной энергии к среднему геометрическому значению упру­
гой и электрической энергий [ 2, 6]

к=к (1+к 2)~ъ к 2 — (<Ui/a\ 1KUV>)2KVV____
l (  l }  ’ 1 { к А У с М а Ц М ^ щ / а У  ( 0

Отметим, что вид матричных уравнений МКЭ (1) —(4) по зависит от 
геометрической формы пьезоэломента. Это является большим преиму­
ществом МКЭ, позволяющим разработать весьма универсальный пакет 
прикладных программ для анализа собственных колебаний пьезоэлемен- 
тов произвольных геометрических форм и размеров [2, 6 ]. Возможности 
пакета программ позволяют моделировать и проектировать на ЭВМ пьезо- 
элементы и ньезопреобразонателп, состоящие из пьезоактивных и пас­
сивных элемептов, а также оптимизировать их параметры. Частоты ре­
зонанса конечных цилиндров, рассчитанные в изотропном приближении 
но разработанному пакету программ, находятся в хорошем соответствии 
с результатами работы [4J.

Остановимся па анализе симметричных по высоте колебаний изгибно- 
го пьезоцилиндра (п=2). Частоты резонанса и антирезопанса удобно 
совмещать на одном рисунке, построенном в координатах x —ktla, у = к (а\ 
при этом каждому лучу, выходящему из начала координат, соответствует 
определенное значеипе геометрического параметра I.

На рис. 1 представлена часть спектра собственных частот в режимах 
резонанса и антирезопанса. Сплошные линии соответствуют частотам ре­
зонанса, пунктирные — частотам антирезопанса при условии их несовпа­
дения; диапазон частот между ними (пьезоактивный участок) заштрихо­
вал, номера мод обозначены цифрами. Параметры пьезоматериала взяты 
из справочника f7] и соответствуют керамике ЦТБС-3, толщина стенки 
2й=0,0. На рис. 2 представлена зависимость ДКС от параметра I для пер­
вых мод колебаний (для высших мод, начиная с третьей, изображены 
только осповиые максимумы, соответствующие пьезоактивным участкам 
рис. 1 ).

Зависимости, представленные на рис. 1, позволяют для заданных гео­
метрических размеров определить собственные частоты пьезоактивных 
колебаний, т. е. колебаний, эффективно возбуждаемых приложенным 
электрическим полем, или по заданным частотам определить необходи­
мые размеры. Зависимости к(1) позволяют определить оптимальные гео­
метрические размеры, обеспечивающие максимальный ДКС, а следова-
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Рис. 1. Спектр собственных частот изгибиого пьезоцилиндра в
режимах резонанса и антирезопапса

Рис. 2. Зависимость динамического коэффициента электромеха­
нической связи от параметра /

тельно, максимальную эффективность преобразования энергии и широко­
пол оси ость.

В спектре собственных частот можно выделить основную моду, имею­
щую низкую и не зависящую от высоты цилиндра резонансную частоту. 
Однако ДКС этой моды невелик. С уменьшением толщины стенки ци­
линдра частота резонанса основной моды понижается, но ДКС при этом 
также уменьшается (например, для цилиндра с толщиной стенки 2й = 0,2; 
kta=0,26, но ft<0,05). Малая пьезоактивность первой моды и большая 
пьезоактивность второй моды находятся в хорошем соответствии с экспе­
риментальными и теоретическими результатами, полученными в статье
[ 8 ], для цилиндра конкретных геометрических размеров (короткого и 
тонкостенного).

Рис. 1 и 2 показывают, что далеко не все собственные колебания хо­
рошо возбуждаются электрическим нолем. Из анализа форм колебаний 
следует, что хорошо возбуждаются только те моды, тип колебания кото­
рых соответствует характеру распределения приложенного электрическо­
го поля.
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EIGEN VIBRATIONS OF FINITE PIEZOCERAMIC CYLINDERS

The finite elements semianalytical method is applied to the analysis of high order 
eigenvibrations of finite piezoceramic cylinders. For the bending piczocylinder the re- 
sonansc and antiresonanse eigenfrequencies and the dynamic electromechanical coup­
ling coefficient versus the length of the cylinder are presented.
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