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О ВЫЧИСЛЕНИИ ЗВУКОВЫХ ПОЛЕЙ, РАССЕЯННЫХ 
НА НЕРОВНЫХ АБСОЛЮТНО ОТРАЖАЮЩИХ ПОВЕРХНОСТЯХ

Рассматривается рассеяние скалярных (звуковых) полей на шерохо- 
ватых п „среднем плоских абсолютно мягкой и абсолютно жесткой по­
верхностях. Предложен последовательный метод вычисления амплитуды 
рассеяния волновых полей, не использующий приближения гипотезы 
Рэлея. Показано, что на его основе могут быть получены как прибли­
жение Кирхгофа, так и приближение малых неровностей.

Задача о рассеянии звуковых волн на неровной поверхности обсужда­
лась неоднократно [1—4]. В последнее время эта проблема вновь привлек­
ла внимание исследователей в связи с обоснованием возможности исполь­
зования для ее решения гипотезы Рэлея [5—11]. В работах [7,9,10] в рам­
ках гипотезы Рэлея и приближении малых наклонов получены выражения 
для амплитуд рассеяния, одновременно описывающие как приближение 
малых шероховатостей (малый параметр Рэлея ov< 1, где о — характер­
ный масштаб шероховатости, v — вертикальное волновое число), так и 
приближение Кирхгофа (приближение касательной плоскости) [3, 4, 12].

В рамках гипотезы Рэлея отраженное поле ищется в виде разложения 
по плоским уходящим волнам: UOTli=^dkA  (k)exp(Zkr+m ), что справедли­
во вдали от шероховатой поверхности. При использовании этого представ­
ления для решения граничной задачи возникает проблема расходимости 
интеграла J dkA (к) схр(£кг+£vr] (г)); поскольку при z>m ax|r)(r)| условие 
излучения требует выбора IrnvX ); v=Vcoz/cz—kz (ев — частота, с — ско­
рость звука), то для значений т](г)<0 интеграл, вообще говоря, расходит­
ся. В работах [6, 8] рассматриваются условия, при которых указанный ин­
теграл может быть вычислен асимптотически. В [6] предложена регуля­
ризация, позволяющая устранить расходимости, присущие гипотезе Рэ­
лея. В [7, 9, 10] для определения амплитуды рассеяния на основе гипоте­
зы Рэлея использованы итерационные процедуры. Вычисление средних 
амплитуд рассеяния в этих случаях вновь приводит к расходящимся ин­
тегралам, так что предложенная регуляризация оказывается недостаточ­
ной. Тем пе менее в работах [7, 10] ггри использовании некоторых матема­
тических приемов (разложение части экспонент) получены физически ра­
зумные результаты. Остается некоторая неудовлетворенность коррект­
ностью таких процедур. Поэтому возникает необходимость в построении 
теории рассеяния волн на неровных поверхностях, не использующей гипо­
тезы Рэлея.

В настоящей работе предложен метод вычисления амплитуды рассея­
ния, а также среднего поля звуковой волны, отраженной от слабошерохо­
ватых абсолютно мягкой и абсолютно жесткой поверхностей, не использую­
щий гипотезы Рэлея. Все выкладки для этих двух случаев проводятся па­
раллельно вследствие их схожести.

Согласно теореме Грина [13], поле звуковой волны во внутренней об­
ласти полупространства, ограниченного шероховатой поверхностью, зада­
ваемой уравнением z=r)(r), R = (r, z), может быть выражено через значе­
ние поля и его нормальной к поверхности производной на границе полу­
пространства. Учитывая, что в случае абсолютно мягкой поверхности 
в нуль обращается поло на границе С/(г, z = rj( r) )= 0  (условие Дирихле), 
а в случае абсолютно жесткой поверхности — производная по нормали
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к ней d/dnU(T, z = tj( r ) )= 0  (условие Неймана), поля в полупространстве 
представляются в виде: для условия Дирихле —

f/i>(r,z) =  t /„ ( r ,z ) - J  V il( r ') -^ r )х dz 0 г > |Z'=,1(r')
•UD( r \ z ' ) G { r - r \ z - 4 (T'))y

для условия Неймапа —

и к (г, z) =Uo(r, z) +  (d r 'и „(г', 11 O ') ) ( 7 - 7  -'  х CJZ

(1а)

-V r ! ( r ') 4 т ) . .  ..... Об)
d r  • | i ' = T ) ( r ' )

Здесь Ua(г, z) =ехр(ikoi—ivoz) — иоде падающей волны, G(r, z) — функция 
Грина свободного пространства:

1 e‘KR
G(r, z) = , /?=yr2+z2, К=ы/с. ( 2 )

4л R
В дальнейших вычислениях будем использовать разложение Вейля сфери­
ческих волн по плоским [13] для представления функции Грина

,.kr+,vui v = y При K>k,
G(r, z) = 1 г J *

e
An 2n

(2a)
v

V—/VA2—К2, при K<k. 
Подставляя разложение (2a) в выражения (la) и (16), получим

, ; k ( r —r ' ) M v U - n ( r ' )

и л  г, z )  =  U o ( t , z ) ~  2 ( 2 l - y i  d k l  d T ' ------------- -----------

. ( J r - W - L )  и л  r ' , z ' ) ,x dz dr '  |K=.,(r')

UN (r, z) =  U„ (r, z) -I- 2 ^ - j ’ dk J d r 'U* (г', ц ( r ')) *

(3a)

*e(k(' -r') (sign(z—т](г'))

В этих выражениях

sign(z=0)=0, 6;

v
+  ~  (r, z) бг,„(г).

(36)

f 1, z= ii(r),
■’,(г' l  0, z ^ n (r ) .

Вдали or рассеивающей поверхности при z>max|i] (г) | полное поле 
можно представить, раскрыв модули \z—р(г) \=z—т](г) в виде суммы па­
дающей и отраженных волн, т. е. в виде

U(г, z) =  G .(г, z) +  J dkelk,+,vz А (к). О)

Здесь А (к) — амплитуда рассеяния. Подчеркнем, что амплитуда рассея­
ния имеет физический смысл только вдали от рассеивающей поверхности. 
На самой поверхности и вблизи нее эта величина смысла не имеет. Для 
амплитуд рассеяния на абсолютно мягкой / lD(k) и абсолютно жесткой 
i4jv(k) поверхностях будем иметь следующие выражения:

^_,kr'_*vi,(r') 1  д

2(2я)2 v , ,  ч(5а)

I  Г . -iKr' - т Ц г )  / 3 $  \
AD( k ) = J  d r '------------- ( —— -  ? 11(г') - ^ г )  UD(r',z'),

\Г -П(Г )

kV n(r')
А„ (к) =  — i —  J dr' е-1" U A г', 11 (г ')) ( 1 -  кУТ| Г- ) •

Z \ ZJT) V
(56)
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Из этих выражений видно, что Л с (к) выражается через значение нормаль-
, /с

ш  к поверхности производной поля на поверхности ц(г)) =  (—

V f|( r ) - |- )

д
dz

Ui)(r,z)y а Л л-(к) — через значение самого поля на но-
i(r)

верхности UN(г, rj(r)). Чтобы найти эти значения, в первом случае возь­
мем производную но нормали к поверхности от обеих частей равенст­
ва (За), а затем положим z = i ] ( r ) ;  во втором случае сразу положим z =  
= т ] ( г ) .  В  итоге получим следующие точные уравнения для величин 
V d (t, т) (г) ) и UN(г, ц(г)) соответственно:

V» (г, ц (г)) = - 2 L (vo+ko V tj (г) ) e ' V -'vK o +
1 j(2я):

d k *

■ j dr' е-Мг-г.)+Нл(г,-Ч,г',. VD 4 ( , ')  ) ( sign (ч (r) ( , ' ) ) _  - ^ 4 ^  ) ,

(Oa)

£/« (r, i) (r)) = 2 e 'k"r-',0,1(r> +
(2л) J d b J dr'-

. e<k,» -0 +ivl4(r,-,(r<„^ 4 ( , . )  ) ( sign (r) (r ' )  ) _  kVT)A l )  .

V (66)
Отметим, что уравнения (6a) и (66) отличаются только видом свободного 
члена, а в остальном это практически одно и то же уравнение. В случае, 
когда r](r)=const, т. е. поверхность является плоской, интегральные чле­
ны в (6а) и (66) обращаются в нуль и получаем известные граничные со­
отношения для ровных абсолютно отражающих поверхностей, заключаю­
щиеся в удвоении поля или его производной по нормали на границе.

Уравнения (6а) и (66) являются интегральными уравнениями Фред­
гольма второго рода, для которых существуют хорошо разработанные ме­
тоды решения. В частности, если неровности поверхности малы и доста­
точно гладки и вся она полностью освещена падающим полем, то можно 
ожидать, что интегральное слагаемое будет малым, и уравнения (6а), (66) 
можно решать итерациями. В нулевой итерации, когда интегральным сла­
гаемым пренебрегают вовсе, граничное условие становится локальным. 
Подставляя его в (5а) и (56), получим выражения для амплитуды рас­
сеяния в приближении касательной плоскости, а после усреднения — из­
вестные выражения для коэффициентов отражения среднего поля в атом 
приближении [4, 12].

Возможен и другой подход, впервые реализованный в [14], когда вме­
сто интегрального уравнения (6а) для определения значения производной 
поля гго нормали к поверхности используется функциональное уравнение, 
получаемое из (За), если в нем сразу положить z=r](r). Однако в этом 
последнем случае решение удается получить, только если пренебречь яв­
ной зависимостью от г) (г) под интегралами.

Из выражений (6а), (66) видно, что если разложить экспоненциальные 
множители (а это можно сделать при условии Я |ц (г ) |< 1 , поскольку ин­
теграл но к набирается в области |к |е [ 0 ,  К ] ; при больших значепиях |к | 
подынтегральное выражение экспоненциально мало ’), то можно строить 
теорию возмущений как по малым высотам и малым наклонам шерохова­
тостей, так и только по малым наклонам, если разложить исключительно 
экспоненты, содержащие модули. 1

1 Заметим, что такое разложение возможно только благодари наличию модуля 
|ц (г)—ц(г') |. В работах [7, 10], п которых использовалась гипотеза Ролей, проведепо 
разложение экспоненты ехр {—iv(r|(r)—ц(г'))}, которая в зависимости от значения 
разности (г) —г|(г') может быть сколь угодно большой при больших |к| .  Именпо 
это приводит к расходимостям в выражениях для средпих амплитуд, если в них 
предварительно не провести указанного разложения.
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В настоящей работе мы ограничимся вычислением амплитуд рассеяния 
в рамках теории возмущений по высотам и наклонам шероховатостей. Для 
этого нроитерируем выражения (ба) и (Об), подставим получившиеся ре­
зультаты соответственно в (5а) и (56), а затем разложим экспоненциаль­
ные множители, удерживая слагаемые до второго порядка по т] и Vi] 
включительно. В итоге будем иметь следующие выражения для амплитуд 
рассеяния:

А в  (к,) = -6  (к,—к.) -  — У  d r  -2tv,rj (г) -
\*п) 1

Vo (v02+ViZ) . . .  .Vo . , Д
----------- -------Tj2( r ) - t — 11(г)ко Vт](г) г —

Л ? . Л ? .  >Vi V i

(2я)
~  j  dk J d r J  dr'e"k-k->V<k*-k,r'{ ( — vJ-
Ft)’ 1 '  Vi

—2 v 0v i )  г |(г)г) ( г ' )  +  г) ( г ' ) к  V r)(г)  — ——-7— (л  (г) —г) ( г ' ) ) | ц ( г )  —п (г ')  | -
' Vi Vi 2v, 2

— i —  Itj(r)—ij (г') I kV ц (r) } , (7a)

1 f  f  k V r i ( r )4Дк,)=6(к0—kj +  ——— J dref<k»-ki,r1 —2iviii(r)—2 --- ------
( Z n )  K V i

- - ^ ^ ^ 4 0 + n i ( r ) k 1 V r , ( r ) }  +  - - ^ i - J  d k j  rfrj dr'-

. e . ( k - k , ) r e i ( k 0-
V

i(k0-k,r' ) (v2_2vvi) r\ (r) n (r') +  2/ —  »1 (1*') к, V ц (r) +
1 V

Vj k, Vri(r) k V n (r ')
+  2i —  т| (г)кVл ( r ') - i t )  (г)кV л (»*) + 2 -2— — ------- -

V  V i  V

- ^ - ( л  (г)-1] (г')) IТ)(г) —Ti(r') I —ё| п («О-л (г') |kV т) (г')}. (76)

Первые слагаемые в этих выражениях представляют собой амплитуду вол­
ны, зеркально отраженной от плоской поверхности. Линейные по г) и \7т| 
слагаемые описывают брэгговское рассеяние и совпадают с известны­
ми [4, 12]. Обратим внимание на то, что во втором порядке по т| и Vт| 
в отличие от обычной теории возмущений (см. Приложение содержатся 
неаиалитические слагаемые, пропорциональные |rj(г)—ц(г') .

Для определения амплитуды рассеяния среднего поля произведем ус­
реднение выражений (7а), (76), считая, что реализация случайной по­
верхности являются гауссовским процессом, так что <т] (г) >=0, 
<г|(г)г](г')>=а2н;(р), где р = г—г', а — характерная высота неровностей, 
н;(р) — изотропная корреляционная функция шероховатости. Можно по­
казать, что <(т|(г)— Л (г#)) | Л (г) —т] (г ') | >=0, <kVrj(r) |rj (г)- 1] (г') |>=0. 
Учитывая это, получим следующие выражения для амплитуд рассеяния 
среднего поля:

<Л0(к1)> = —6(k0—kt) [ l-oSv + - 7 ^ 7 1 d k \  dP
(2 nV

•ei{k- k°)p {(v2—2v0v) w (p) +ik  V w ( p ) } j ,

< ^ w( k 1) > = 6 ( k 0- k l) [ l - o 4 2 +  - 7 ^ TJ  ^ к |  dp-

(8a)

(2 n )

.«k-VP-f (v2—2v0v) w (p) +2i —  k0 V w (p)-
1 V0
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— 2i —  кVw (p) +ik. V и> (p) —2 }]. (86)v v0v
Эти выражения можно записать в более компактном виде, проинтегриро­
вав но частям слагаемые, содержащие градиенты корреляционой функции. 
Получим

<И I, (к.) > 6 (ко—к,) 1 - o V

■е

(2 пУ

i(k- k-)^(p){-2v„v+ (A :2- k 0k )} ],

dp

(9а)

<Лл.(к ,)>=б(к0- к 1) [ l - o 2V02 I dk j  Ф-

.е(Ь-К)9w (p){ (K2- k0k ) - 2

(2я)
(K > -k0k ) ^ j j

V 0V
(96)

где J ф е ,(к- к(,)рш(р) =  г/;(к-ка) — фуръе-образ корреляционной функции. 
Можно показать, внеся слагаемое — o2v02 под интегралы в этих выраже­
ниях, что оно в сумме со слагаемым (К2— k0k) дает нулевой вклад. Остав­
шееся выражение для <Л0 (к!)> в точности совпадает с выражением (П.5) 
(см. Приложение), получаемым на основе метода снесения граничных ус­
ловий на среднюю плоскость, и может быть преобразовано к виду [4]

со

<Л а(к,)>=—S(k„—к,) [ 1—2Xv02+2ia2v„J dp eiK“ д

О р Эр
[Л (&0р) (р) ] ] .

Детальный анализ поведения этого выражения в различных предельных 
случаях имеется в [4]. Выражение (96) после указанных упрощений со­
впадает с результатом [10], если там перейти к пределу ov0< l .  Таким об­
разом, несмотря на то что амплитуды рассеяния, получаемые на основе 
точной теории и на основе гипотезы Рэлея, отличаются, выражения для их 
средних значений в приближении малых высот и наклонов неровностей 
совпадают по крайней мере с точностью до квадратичных по указанным 
малым параметрам слагаемых.

Приложение
Согласно методу снесения граничных условий на среднюю плоскость, точное тря­

пичное условие Дирихле U(t. г)(г))=0 можно записать в виде
со

L
п - 0

У]п (г) дп

п[ dzn
и  (г, 2=0) =0. (П.1)

Оставляя только два первых члена этого разложения, будем иметь приближепное 
граничное условие, исполъзованпое в [4]

д
U(г, 2= 0) +г\ (г) U(г, 2= 0) =0. П.2)

dz

Для решения волнового уравнения в полупрострапстве с грапичным условием (П.2) 
в [4] был использован метод среднего поля, который, как можпо показать, эквивален­
тен суммированию в приближении Буррэ слагаемых, получаемых методом последова­
тельных приближений из усреднеппого уравнения для поля на грапицо. Для удобства 
воспользуемся последним. Решение будем искать в виде суммы падающей и отражен­
ных волп

U(г, z) =eikor-*vo*+ j  ,1кА (k)ef'kr+iV2 (П.3)
где Л (к) -  амплитуда рассеяния. Подставляя (П.З) в (П.2), получим следующее 
уравнение для амплитуды рассеяния:

i4(kj)= _со(к0-к,) + -—т -']' drel'<ko-fci)'{tvoT](r)} +
(2п)

+ —— j  rfkj йге.(к- к.>гЛ(к){—£Vn(r)}.(2л)2
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Решая ото уравнение итерациями и удерживая слагаемые с точпостыо до ц2, получим 
следующее выражение для А (к,):

2tv0
А (к,) =  —6 (к0- к ,)  +  - |  ^ге, ‘ко“ к«>гц(г) +

(2л)
2v<

(2л)
r  j  rfk j dr j  dr'e‘<k-li>)r+i‘l£o-k)r\^ (r)T |(r ') . (П.4)

Производя усреднение no случайным реализациям поверхности, получим для средне»! 
амнлптуды рассеяния M (k t)> выражение

М ( к 1) >  =  - 6 ( к 0- к 1) 1 -
■>[

2v„(T
(2л) ы £фе<(к”к*>Рум>(р)

]•
(П.5)

где w (г) =<ц(г)ц(г')>/ог -  корреляционная функция шероховатости. Учитывая, что 
имеет место цепочка равенств

- f HU/** kr
i  f

и —  l i m  —___ i , l b p i k r + i v z v = =

2 л  J
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нетрудно видеть, что (П.5) эквивалентно выражению, полученному в [4] для средне­
го поля

д2 е1кУрчТч
[ 2io2v Г д2 е

1 -  1 2 н г )  <*ре",к,р w (р) й у ? f  zaJ
(П.6)

Отметим, что учет квадратичных но 1; слагаемых в граничном условии (П.2) не вно­
сит изменений в выражения (П.4), (Гх.б).

Покажем теперь, что учет всех членов ряда в граничном условии (11.1) эквивален- 
теп гипотезе Рэлея. Действительно, используя представление решения в виде (П.З) 
и подставляя его в (П.1), получим следующее уравнение для амплитуды рассеяния:

n\n=0

СО
Г V 1 (^ц (г) )пdkA (k)c‘kr V ------ ---------=  0.
' n\n=0

Или, суммируя ряды, получим ►
erkoT-iv0.|(r)+ J dkA (k)e,kr+?v,1(r>=0.

Это выражение есть не что иное, как формулировка гипотезы Рэлея применительно к 
задаче рассеяния звука па абсолютно мягкой неровнон поверхности.
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S .  Z .  D a n i n ,  G. A. M a k s im o v

ON THE CALCULATION OF SOUND FIELDS SCATTERED BY ROUGH
ABSOLUTELY REFLECTED SURFACES

The scattering of scalar (sound) fields on the rough (in the mean plane) absolutely 
soft and absolutely hard surfaces is '•onsidered. The consistent method of calculation 
of the scattered wave amplitude which does not involve the Rayleigh hypotethis appro­
ximation is proposed. I t is shown that the use of this method enables to obtain the Kirch- 
hoff approximation as well as the small roughness one.


