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О СОБСТВЕННЫХ ВОЛНАХ ВОЛНОВОДА 
С УПРУГИМИ СТЕНКАМИ

Исследуется спектр нормальных волн плоского волновода с упру­
гими стенками. Волновод заполнен идеальной сжимаемой жидкостью. 
Упругие стопки совершают изгибные колебания. Поглощение в жидкости 
и в пластинах отсутствует. Показано, что дисперсионное уравнение рас­
сматриваемого волновода может иметь комплексные корни, а также 
чисто мнимые корни кратности 2 и 3. Приведены численные результаты 
и приближенные формулы для кратных корней. Выведено выражение 
для поля точечного источника в волноводе в виде разложения по нор­
мальным волнам. Показано, что полны, соответствующие чисто мнимым 
и комплексным корням дисперсионного уравнения, не переносят анер­
гии через поперечное сечение волновода.

Собственные волны плоского волновода с идеально жесткими или 
мягкими стенками изучены, к примеру, в [1]. Если же стенками волно­
вода являются плоские упругие пластины, что имеет место в [2 и 3J, 
процесс построения собственных волн имеет ряд особенностей, рассмат­
риваемых в данной работе.

Пусть плоский волновод — оо<х<-\-ооч —/ / < г/<//, заполнен идеальной 
сжимаемой жидкостью. Поле акустических давлений Р(х, у) в жидкости 
в физически реальных задачах возбуждается источником. Будем считать, 
что этот источник точечный, тогда давление в волноводе удовлетворяет 
неоднородному уравнению Гельмгольца:

дгР{хчу) , дгР (хчу)
+ к2Р(х,у)  =  8 ( х , у - Ь ) ч ( 1)дх2 дуг

где к — волновое число, к=а)/с, ш — круговая частота, с — скорость звука 
в жидкости, b — поперечная координата источника, —Н<Ь<Н. Зависи­
мость процессов от времени L подразумевается всюду опущенным мно­
жителем ехр(— ш$).

Боковыми стенками волновода служат упругие пластины. Уравнения 
Кирхгофа для пластин, совершающих изгибные колебания с учетом кон­
такта с жидкостью, имеют вид • *

дР(х, ±Н) _  ̂ р  ̂  ± //)  =  0 (2)
ду

Здесь х — волновое число изгибных воли, x4= x 0'*/r, х04=рс2А/Д р —плот­
ность материала пластин, ft —их толщина, D — цилиндрическая жест­
кость, v=v0ft2, v0=poс2/1), р0 — плотность жидкости, в равенстве (2) и в 
последующих берутся одновременно или верхние, или нижние знаки.

Внешней (//= ± //± 0 ) стороной каждая пластина граничит с ва­
куумом.

Решая задачу методом, изложенным в [4], имеем

( - £ - « ■ )  
'  дх1 ’

Р(х ,у)  = i V „  < A(yb)g*(X,k,H) , „  , ч „ ы\
?  ^ Res - \ 7 - ( х . к , т  4  (х' ^ )е “ ) -Jm ).>о

- т !1ш Х>0
(3)
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Выражение в правой части (3} представляет собой разложение поля 
.давлений по собственным волнам Рп~{х, у)=1±{К±, A, у)е0,,1±ы, п = —2,
- 1 ,  0, 1. 2 , . . .  , / +(Яг, А, у)=с1\(чу), / “ (A, A, z /)= s li(^ ) /7 , f = X ~ - k \  Хп± —
корень уравнения

Я* а ,  А, Я ) =  -  V / *  (X, Л, Я ) =  О,
ду

(Тп±)2=(Хп±)2-А 2. (4)

В равенстве (3) предполагается, что требованию 1тА >0 удовлетворя­
ют все X, которые при 1шА>0 оказались бы в верхней полуплоскости 
комплексной переменной А, самое же число к будем считать веществен­
ным и положительным. Рассмотрим расположение на комплексной пло­
скости X корней дисперсионного уравнения g"H(A, к, II) =0, соответствую­
щего случаю симметричных по координате у собственных воли. При ма­
лых А для вычисления корней могут быть использованы приближенные

6_____
формулы Yn+Ĵ exp(—wm/3)Yv///, п = —2, —I, 0, 7„+«шгс, га=1, 2, 3 , . . .  .

Числа Х0+, 'у0+ — вещественны и положительны при любых положи­
тельных А. Корпи Xt+, Х2+, . . . ,  являясь чисто мнимыми при малых А, по­
следовательно смещаются на положительное направление вещественной 
оси по достижении волновым числом к значений Ат0+, /га=1, 2 ,. . . — корней
уравнения

х04 A sin (A//) —v0 cos (А//) =0.
Число А-1 по мере роста А (при фиксированном //) может образовы­

вать пары кратности 2 (рис. 1) с прочими корнями дисперсионного урав­
нения. Происходит это при к=ктгл\ X-i=Xm2 l\  m=Q, 1, 2 , . . номер по­
садки на мнимую ось (номер т= 0 выделен для удобства) и к= ктР\ Х-х=  
=Xmi+, т = 1, 2 , . . . — номер схода с мнимой оси. Здесь ктГ, ХтД  J= l, 2 — 
решения системы уравнений

Г  ( К  A, /У) =  0,
г)Г (А, А, //) Q

ах
Для преодоления вычислительных трудностей, связанных с поиском 

кратных корней, полезно иметь начальное приближение. В случае малых 
Н пригодны приближенные формулы

Anw+«Am= —Хо2/2+У х074+ р«2,

X, +• m l ( (
V т

. . . пН(5рт— 6Ртктг + кт— Кт
рт=пт/Н , xm‘= x 0 *А,Д \’m=v0km2, т = 1 , 2 , . . . ,  1=1,2,

(6)

(7)

а в случае Я больших — приближенные формулы
и +~ а ,+/Я, А02+~ ^ г7]ЧЯ^,

А„+«Р,+/Уу.Я«,

cci+, сс2+ — положительные корни уравнения 5 sin 2а+2а=0,
^m+= У — (am+)stg а,„+, /»=1, 2.

При больших Я (Я > х o*/vo) m-я посадка Х-i на мнимую ось (?га= 
=  1, 2 , . . . )  и образование кратных пар возможно лишь при Я < Я М+ 
(рис. 2), если тройка чисел Л,„3+, А„|3+, Я„„+ -  решение системы уравнений

g+ U, А, Я) =  0,
(А, А. Я) = ()

< зх
d*g+ (АД, Я) = ( |

определяющей точку, соответствующую корню , кратности 3.
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Рис. 1. Линии перемещения корней 
дисперсионного уравнения с измене­
нием волнового числа для случая а — 
симметричных, б -  антисимметрич­
ных по координате у процессов. Ма­
териал пластин — сталь, жидкость -  

вода, H/k= 10
Рис. 2. Зависимости волнового числа, 
соответствующего кратному корню 
дисперсионного уравнения, от шири­
ны волновода для симметричных 
(сплошные линии) и антисимметрич­
ных (пунктирные липии) по коорди­
нате у процессов. Материал пла­

стин -  сталь, жидкость -  вода

При малых ро/р для первых нескольких решений этой системы можно 
выписать приближенные формулы

Am3+  ~  I
. ро£т* А* +л тЗ

р02Т1т+
рЛ ’ " тл " р2Л2Хо2 ’

р М ^
н

Ро^т

где и *  =  -
■ & т +  ( 'О т *  cos sin Фт+)

2 sin3 ■& +

х ( f t m * )  COS ftm+ '

( 8)

(9)

ftm+ — т-й положительный корень уравнения
5ft sin ft

cos ft —
2ft2+5 sin2 ft

=  0. U0)

3 1 0



Перейдем теперь к корням дисперсионного уравнения g~(h, /с, //)= 0 , 
используемым для построения антисимметричный по координате у волн. 

При малых к могут быть использованы приближенные формулы
4_________

« ш /2 //, 7„”» ех р (—й т /2 )Vx4+//v , п = —  I, 0. 7 ,Г ^т(п + 0 ,5 )/Я , « = 1 ,2 , . . . ,  
Яп~ вещественно при любых /с>0, ч<г вещественно только при /с<
<V x04+ //v 0. Так же, как и в случае симметричных по у волн, мнимые 
(при малых к) корпи Л2|. . .  по мере возрастания к могут смещаться 
на вещественную ось, а корень A,_i образовывать кратные пары.

Для первой кратной пары (слияние чисто мнимых Я-i, Х_2) примени-
мы при больших II приближенные формулы А,ц“« а г / / / ,  &,г~(}г/'l/v0/ / \  
<хГ — положительный корень уравнения 5 sin 2а—2а=0, рГ =
= V ( a r ) 5c tg a  Г.

Для нахождения чисел &тГ, /«=1, 2, 3 , . . . ,  Z=0, 1, 2, 3 в соотноше­
ниях (5), (8) —(10) следует всюду заменить функции cos <р па — sin<p, 
sincp на coscp. В приближенных равенствах (G), (7) следует считать рт=
= n (w -0 ,5 )/tf .

В случае, если Х-*  — корень кратности 2, ему наряду с волной 
7)_1±(д;, у )= /±(Х_,±, /с, у)е*~1±м соответствует присоединенная волна

(х, у) =  (/* (X*, к, у) ert-1,s|).

J3 случае же кратности 3 и вторая присоединенная волна

П *  (X, У) =  — (/ * (?4- *. I/) е*^1|я|).

Энергия, переносимая полем давлений Р(х, у) через поперечное сече- 
лие волновода, вычисляется по формуле И/ =1т(Р(.г-, у), Р(х, у)) ,  где

II

( Р ( . х ,  у ), Q  ( х ,  у )) = ——  j2р0(в
дР(х^у)

дх
Q(x,y)dy +

D у  /  дР(х, ( -1 )4 1 )  d'Qjx, ( ~ l ) ; rf) 
2рЛГ3 “ '' ду дх3ду

_  дгР (х , (-1)0/) d*Q(x, (-1)0/) \
«9г/ дх2ду '

Если поле давлений в волноводе представляет собой пакет собствен­
ных волн

со

Р(х, у) =  Х |  (Чп+Рп+ (х, у) +  q«-P„- (х, у ) )
П=а-2

(д,,* — коэффициенты разложения по нормальным волнам), то распрост­
раняемая энергия

W  =  Im X j <7п+ (**») 1 р *+ &  У)) +
Im Хи*=0

+  Im qn~ qn~ (Рп~ (х, у) , Р, (а-', У) ) ( И )

im >Уг=о

есть величина, от х  не зависящая.
При построении равенства (И ) учтено, что

Re(.?„*(£, у), Рп±(х, у ) ) =  О при 
Im (Рп* (ж, у ) , Рп± (х, у ) ) =0 при

Im Х„±=0, 
Im А.п±>0,
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Констан­
та

•S
Констан­

та
s

1 2
3 1 2 3

a„+ 2,05231 2,45315 1,29787
h + 8,34730 8,54942 — 9." 1,01529 - -

S.+ 0.931473 1,84393 2,06343 6 ." 0.501075 1.42178 2.25649
n .+ 0,797297 3,15564 6,81924 У 0.169993 1.80620 4,82908
b s + 5,13025 8,14245 11,21102 (| O." 3,68051 6,62793 9.67178

(Рп* (*, у ) , Л»* (ж, //)) =  (РпГ (х, у ) , Р** (о:, у ) ) при тФп,
R ef7n±= 0 , если R e ^ n±= 0 > (12)

Im gm±=0, если ImA,„±= 0. (13)
Кроме того, в случае, если k - t±, Х-2* — комплексные (не вещественные 
и не чисто мнимые),

(Р_2- (х, у), Р_2± (х, у ) ) =  (Р-.± (X, */), Р _ *  (х, </)),
' ___  ___ (14)

Л-1±= - Я - 2±, q-i±= —q-2±.
Соотношения (12) —(14), выполненные в разложении (3) для поля 

точечного источника, сохранят справедливость и для поля, возбужденно­
го любым иным физически реальным источником. Значения некоторых 
констант, используемых в приближенных формулах, приведены в таблице.

Автор благодарит Д. П. Коузова и В. Д. Лукьянова за полезное об­
суждение.
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Y u .  A .  L a v r o v

ON EIGEN WAVES OF A WAVEGUIDE WITH ELASTIC WALLS

An eigenwaves spectrum of a plane waveguide with elastic walls is investigated. 
The waveguide is filled with the ideal compressible fluid. The elastic walls accomplish 
bend vibration. An absorption in the fluid and walls is absent.

A dispersion equation of the waveguide is shown to have complex roots and also 
imaginary ones of two or three multiplicity. Approximate formulas and numerical re­
sults for such roots are cited. An expression for a pressure field of a harmonic point 
source in a form of normal waves sum is derived. The waves which correspond to the 
imaginary and complex roots of (bo dispersion equation are shown to not transfer an 
energy through a cross-section of the waveguide.
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