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РАВНОМЕРНАЯ АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА 
ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ АКУСТИЧЕСКОГО ПОЛЯ 

ВБЛИЗИ ГРАНИ ИМПЕДАНСНОГО КЛИНА

Приводится равномерная асимптотическая формула, описывающая 
акустическое поле при дифракции плоской волны на клипе с заданными 
импедансами граней, которая остается справедливой не только на гра­
ницах тени для прямой и отраженных волн, но и вблизи граней клина.

Известно, что источник акустического поля, расположенный над без­
граничной плоскостью с поверхностным импедансом, отличным от не 
создает поля излучения в направлении скольжения вдоль поверхности, 
так как звуковое давление в этом направлении при достаточно больших 
расстояниях R  между источником и точкой наблюдения убывает быстрее, 
чем MR [1]. В случае плоскости ограниченных размеров функция угло­
вого распределения отлична от пуля для направлений скольжения, что 
является существенным, если речь идет, например, о построении антенп 
бегущей волны или об учете влияния несущих конструкций на направлен­
ные свойства системы излучателей. Поэтому исследование влияния ко­
нечной протяженности границы на излучаемое вдоль нее поло представ­
ляет несомненный теоретический и практический интерес.

Простейшей моделью, в рамках которой учитывается пространствен­
ная ограниченность поверхности, может служить хорошо известная в тео­
рии дифракции модель клина с импедансными гранями [2]. Построению 
удобных приближенных представлений точного решения задачи при 
больших волновых расстояниях между точкой наблюдения и ребром кли­
на посвящены работы нескольких авторов [3—6]. Наиболее общий резуль­
тат был сформулирован А. Ф. Филипповым, который получил все члены 
равномерного асимптотического разложения, применимого вблизи границ 
тени для прямой и отраженных волн. Однако при описании свойств вол­
нового поля около импедаисиой поверхности необходимо учитывать спе­
цифическое явление оттока энергии в примыкающую среду, которое мо­
жет существенно сказываться на структуре поля в приповерхностной зоне
[1]. С математической точки зрения это проявляется во влиянии на ре­
зультат асимптотического вычисления интеграла плоских волн полюсов 
в подьтитсгральпом выражении, связанпых с возможным существованием 
в структуре поверхностных волн. Для модели импедансного клипа данное 
обстоятельство было рассмотрено в [6], но только для случая, когда точ­
ка наблюдения располагается непосредственно на границе. В настоящей 
работе получено равномерное асимптотическое представление решепия 
задачи дифракции плоской волиы, справедливое при произвольной высо­
те расположения точки наблюдения над гранью клина.

Рассмотрим систему координат, в которой отрицательная часть осп ОХ 
•совмещена с одной из сторон клина. Тогда звуковое давление в точке с 
цилиндрическими координатами г, ср при дифракции на клине плоской 
волны, падающей под углом ф0 к оси ОХ, описывается следующим инте­
гралом [2]:

и {г, ф, фо) =  — — I  e~ikr cosa S (a+ ф—я+Ф , ф0—я+Ф )йа, (1)
2.Ш т
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где

S  (а, Р) =
W  (а) jiCos([xf})

¥((*) sin(pa) — sin(pp)
р=я/2Ф , к=2л/Х,

К — длина волны, Ф — половина углового размера внешней к клину обла­
сти. Функция Ч? (а) представляется в виде произведения специальных«

функций Малюжинца ifo(a) [2]-Ч/ (а) =  Д  фф(6>); здесь б1= а + Ф + я /2—
з = \

—0±, 62= а + Ф — я/2+0+, 63= а —Ф—я/2+0_, 6<«=а—Ф +я/2—0_, а параметры 
0±1 связанные с поверхностными импедансами сторон клина Z± и волно­
вым сопротивлением окружающей среды Z0 соотношением sin Q±=Z0/Z±, 
есть углы Брюстера граней, причем Re0±e(O, я /2 ]. Контур интегрирова­
ния 7 является контуром Зоммерфельда.

Вычислим интеграл (1) асимптотически с помощью метода наискорей­
шего спуска, считая кг большим параметром. Для определенности пред­
положим, что точка наблюдения располагается вблизи верхней грани 
клина ф =я. Тогда при деформации пути интегрирования 7 на переваль­
ные контуры 7±п, проходящие через седловые точки а = ± я , могут выде­
литься вычеты в полюсах подынтегрального выражения а 0=фо—ф, ос1= 
= 2 я —ф0—ф, а+ = 2я—ф+0±. Полюсы cc0,i относятся к тригонометрическому 
множителю в выражении для функции £ (а , р), а полюс а + принадлежит 
функции (а+ф—я+Ф ). Соответственно выражение для звукового дав­
ления принимает следующий вид:

u=ug+u++ud, (2)

(я -1 2 я -ф -ф о  I) Д + (фо) е~Лг С08(ф+**\
где

ив=@(л— |ф—фо|)е—iftr c o s

и+= в ( - д 2)
4х (Ф + я + 0+) 2 sin (ря /2) sin (\х (ф0—я ) )
XF (Ф — Я+фо) COS (|Я (фо—я ) ) — cos(р(я+0+))

,— ihr С О 8 ( ф - 0 4 )

Тл+Т-я

e- ihr cos а S (а+ф—я+Ф , ф0—я+ Ф )da,

Д+( Фо)
sin фо—sin 0
sin фо+sin 0Ь

х>0  
х<0  ’

'F  (а) =  1|)Ф (61—2л) Ц-фф(6Л, <?2=sign ( Im ( е,к/‘ cos( —) ) ) .

Слагаемое и* представляет собой решение задачи в приближении гео­
метрической акустики; член и+ имеет смысл поверхностной волны, рас­
пространяющейся от ребра вдоль верхней грани клина; дифракциопная 
поправка описывается функцией и* [ 2].

При написании асимптотических формул для интегралов по контурам 
спуска необходимо учитывать возможную близость полюсов at, a+ к сед­
ловой точке а = я , а полюса ссп к седловой точке а = —я. После замены пе­
ременной интегрирования: c o sa = —1—tz2, которая переводит контуры у±п 
в вещественную ось, дифракционный член ud запишем следующим об­
разом:

рСф(фо) (J , т , . ч ihr /Q\
Wd =  — ------- — гт•(/о+ /,+ /2)е  , (3)

ЧГ (фо—Я +  Ф)
где Сф(ф0) =cos(р(ф0—я + Ф )), а интегралы имеют вид

+ ос

h  =  1  е-‘г!' ----- ---- ------ dz,
— СО г-У  2 ein/i х,
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х0 =  cos ( ф-фо \  (  ф+фо \  ( ф-0+ \^* =  cos\— — ) , X2 =  COS\—-— ) ,

причем функции /j(z) аналитические в окрестности точки z= 0.
Методы построения равномерных асимптотических разложений инте­

гралов типа Ij хорошо известны [7]. Приведем два первых члена асимпто­
тики при кг>1 в форме метода Паули — Отта — Клеммова:

Здесь

ingi/j(0)и;(« ,)+ ]/ — (1+«Уя^и>(«,)) (// (0) +  - - у —  //'(0 )) .
'  кг х V?. '

qr= sign [ Im (ein/ixj) ], Sj=V2krqixjein,,‘.
Специальная функция w (s) — интеграл вероятностей комплексного 

аргумента [8] — имеет интегральные представления
+  оо

w с о — i - Jл  s—t
dt, lm s>0,

w (s) =  e - ’(  1 +  -S - J  e'1 dt)
У л  .

и является родственной интегралу Френеля, но в отличие от 
него не содержит быстросциллирующего множителя при | s | » l  w (s)~

ns Г(гг+1/2)$ 2п, что дает определенные преимущества при чис­

ленных расчетах. В случае малых по абсолютной величине аргументов 
функция w(s) описывается формулой: и>($) =1+2£$/Ул+0($2).

Вычисляя значения функций fa(z) и их производных при z= 0, окон­
чательно получаем

/о =
*0У (ф -2 я+ Ф ) Г

5ф(ф—я) —5ф(фо) *■
qQw(s0)+  е~(3я/*t ± -

*1 пкг
(1+Шл s0w (s0) ) xqL, (ф.фо)],

4 ,¥ (ф + Ф ) Г п/  2 1
h  =  "о 7 , т— -  7 т [ ъы (S}) +  е ,3я/‘ I 'j^ rO + iV re  Sjw (ss) ) г,Ь, (ф, ф„) ] ,5ф(<Р+я ) — 5ф(ф0)

7*1,2 , At = #3 #1
#3 £2

ж л  ж2—х 3 / ф + 0+ \
, Az = ----- ---------- , #3= c o s l—------1,

Хз X i — X z  4  2  '

(4)

1 1
>?Ф (фо) =  sin (|Х (ф0—Л+Ф) ) , La (ф, фо) =  Fz (ф—я, фо)-------- ---- +

2ха2 4 ’

Li (ф, фо) — F2 (ф+ я, фо) — — -  +  —  +  ( -------— ) ( F, (ф+я, ф0) +  ■——  ) ,
АТ.  4  ' г .  • '  О "Г- /

■ 1̂ (I, фо)

2xt2 4 vrc3 ж2 7 ‘ 2х, 
У '( |- я + Ф )  цСФ( |)
У ( |- я + Ф )  5Ф( | ) - 5 Ф(ф0) ’

^2(|,фо) =
2 цСф( |)^ " ( 1 -я + Ф )

У (6 -я + Ф ) 5 ф( | ) - 5 ф(фо)
X

х  ^ ' ( Н + Ф )  +  _ 2 -5 ф(1) (5Ф( |)  +  5Ф(ф„))
У ( |- я + Ф ) (■У®(1) — 5ф(фо))
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Рис. 1. Зависимость амплитуды поля на грани клина от рас­
стояния при 0±=1О-2 (1 + 0 'Для различных углов падения,

Фо, град: 1 -  0°, 2 -  - 6 ,  3 -  -18 , 4 -  -60°
Рис. 2. Зависимость амплитуды ноля па грани клина от рас­
стояния при наклонном падении ф0= —6° для различных по­
верхностных импедапсов, 0±: 1 — 1+£, 2 — 10“ 1 (1 + 0. Я—10~2

(1+0, 4-10-* (1+0

При |^ |> 1 , /= 0 , 1, 2, старшие члены асимптотического представления
(3), (4) переходят в известную формулу для цилиндрической волны, рас­
сеянной ребром клина [2]:

рСФ( ф0) Г Ч '(ф- 2 л +Ф) ЧЧФ+Ф) у Лг+<л/4ил ^ ------------------1--------------------------------------- ---------------1 — .
гР  (фо— я — Ф )  L 5 ф ( ф — л ) — 6’ф ( ф 0) 5 ф ( ф + л ) - 5 Ф( ф 0)  J  V2nkr

(5)
Заметим, что для описания поля вблизи грани важно сохранять попра­

вочные члены в выражениях для /> в (4), так как из (5) следует, что 
главный член асимптотики краевой волны, пропорциональный (кг)- '\  
при ф=л (а также и при ф = я —2Ф) обращается в нуль, исключая случай 
граничного условия Неймана * 0+=О(О_=О). Асимптотическое выражение 
для ноля (формулы (2) —(4)) непрерывно на границах тени для прямой 
и отраженных волн, а также учитывает отток части энергии поля в среду 
клина. В отличие от результата, представленпого в [6], точка наблюдения 
может располагаться на произвольном расстоянии от грани клина.

В важном частном случае скользящего падения (ф0=0) и при разме­
щении точки наблюдения на поверхности клипа (ф =я) формулы (2)— (4) 
упрощаются:

и (г, л, 0 )= и +(г, я, 0)+ud(r, я, 0),

пДг,я, 0 )« е 'Аг[w (s2) ( 1+2с, sin
0 . )+  e inM

Ci,—с

Ппк< 
tg (0+/4)

k l

Ч''(Ф-л) , V

~  + Т  Clg + -1-2 »!„■ (в»/4)
Интересно подчеркнуть, что в случае скользящего падения амплитуда 

краевой волны убывает при г-*-«> как 0((кг)~х,2) у т. е. медленнее, чем при 
наклонпом падении (ф0=^0), когда ud= 0{(kr) 'Jl). При 0+=О (условие 
Неймана на верхней грани) амплитуда вообще не убывает с расстоянием, 
в то время как в случае наклонного падения опа убывает по закону {kr)~h. 
Физически это можно объяснить подпиткой «подошвы» волны за счет по­
перечной диффузии вдоль фронта из освещенной области, поскольку при 
фп=0 верхняя грань целиком попадает в область пространства, где диф­
фузия играет существенную роль.

С помощью полученных формул (2) — (4), (6) удается детальпо ис­
следовать структуру поля вблизи грани импсдапспого клина в зависимо­
сти от расстояния до ребра, угла падепия плоской волны, пмпеданса по­
верхности, а также высоты точки наблюдения над гранью. Все представ-
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Рис. 3 Рис. 4
Рис. 3. Зависимость амплитуды поля па грани клина от расстояния при скользя­
щем падении <ро=0° для различных поверхностных импедансов; 0±: 1 — 1+г, 2 —

10“1 (1+0 , 3  -  10“2 (1+0 , 4 -  10-3 (1+0
Рис. 4. Зависимость амплитуды поля при скользящем падении от высоты подъема 
точки наблюдения над гранью клина: 1 — 1лг/Х|=102, 2 — |я Д |= 1 0 3, 3 — \х/Х\ =

=  104 (0± =  1О-1 (1+0), 4 -  |х/Х| —102 (0± =  1О-2 (1+0)

ленные ниже результаты расчетов относятся к случаю прямоугольного 
клина (Ф =Зя/4). Кроме того, предполагается, что условие возбуждения 
поверхностпой волны (<7г< 0) не выполняется.

На рис. I изображены кривые, характеризующие зависимость ампли­
туды поля \и\ на грани клина ср=я от волнового расстояния от ребра кг 
для различных углов падения плоской волны. При переходе точки наблю­
дения из области полутени в область тени (кривые 1—4) амплитуда ноля 
монотонно убывает, равномерно для всех значений кг.

Зависимость амплитуды поля на поверхности клина от параметра кг 
при различных импедансах граней представлена на рис. 2. Чем ближе 
свойства верхней грани к идеально жестким (0+=О), тем больше уровень 
поля на поверхности. Наоборот, при увеличении |1 т0 + | амплитуда моно­
тонно и равномерно уменьшается, обращаясь в пределе идеально мягкой 
поверхности ( |1 т 0 +|=°°) в нуль.

Свойства амплитуды ноля на поверхности для случая скользящего па­
дения плоской волны проиллюстрированы графиками па рис. 3. При 
уменьшении модуля угла Брюстера верхней грани, т. е. при переходе к 
акустически более жестким поверхностям, амплитуда поля нарастает и 
одновременно изменяется характер зависимости |и | от расстояния до реб­
ра клина. Убывание амплитуды начинается лишь при выполнении усло­
вия |$2|> 1 . Для диапазона расстояний 1<йт<2/|0+|г амплитуда поля 
близка к единице и слабо зависит от г. В пределе акустически жесткой 
поверхности \а\ асимптотически стремится к единице при

Значительный интерес представляет зависимость модуля полного поля 
при скользящем падении от высоты точки наблюдения над гранью клина 
у (рис. 4). При удалении точки наблюдения от грани клина амплитуда 
поля сначала монотонно увеличивается, а затем начинает осциллировать 
с уменьшающимся размахом около уровня | гг | =  1. Осцилляции объясня­
ются интерференцией падающего поля и цилиндрической волны, рассеян­
ной ребром клина. Высота г/с, па которой амплитуда поля достигает еди­
ничного значения, что соответствует переходу из области полутени в осве­
щенную область, может быть найдена из условия |so,i|= l (в рассматри­
ваемом случае ф0=0, ср=я грапицы тени для прямой и отраженной волн 
совпадают). Если \х \» у , то для ус получается простое выражение z/c=  
=УХ|а:|/я. Существенным обстоятельством здесь является то, что значение 
ус зависит лишь от удаления точки наблюдения от ребра клина и пе за­
висит от импеданса поверхности.

Завершая обсуждение, заметим, что учет влияния поверхностной вол­
ны в тех случаях, когда опа возбуждается на грани клина, не представ­
ляет принципиальных трудностей (см. выражение для в формуле (2)).
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А. V. O s i p o v

UNIFORM ASYMPTOTIC FORMULA FOR TIIE CALCULATION 
OF AN ACOUSTIC FIELD NEAR FACES OF AN IMPEDANCE WEDGE

Uniform asymptotic formula for the description of a plane wave diffraction on an 
impedance wedge is suggested. This formula remains correct both on shadow boundaries 
and near faces of the wedge.
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