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ДЕЛЬТА-ИМПУЛЬСА ОТ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА
ГАЗ -  ТВЕРДОЕ ТЕЛО

Методом контурного интегрирования рассмотрено отражение сфери
ческого акустического дельта-импульса от границы раздела однородный 
газ -  однородное изотропное твердое тело. Для точек наблюдения, ле
жащих на проходящей через источник нормали к границе, получено точ
ное аналитическое выражение для отраженного импульса. Проанализи
рованы асимптотики для отраженного сигнала вблизи фронтов сфери
ческой и боковой волн.

Отражение сферического акустического импульса от границы раздела 
однородный газ — однородное изотропное твердое тело рассматривалось 
в ряде работ. В работе [1] получены приближенные выражения для поля 
отраженного импульса вблизи фронтон сферической и боковых волн. 
В статье [2] сигнал, возникающий при отражении от границы газ —твер
дое тело единичного сферического импульса, представлен интегралами по 
действительной оси с конечными пределами. В [3] двой но й  интеграл 
Фурье, описывающий нсстационарпое звуковое поле, с помощью метода 
Каньяра-де Хоопа также сведен к однократным интегралам от действи
тельных функций в конечных пределах. Эти интегралы затем анализиро
вались численно. Точные аналитические результаты при рассмотрении 
отражения сферического акустического импульса от границы газ —твердое 
тело ранее, по-видимому, получены не были. Между тем точные аналити
ческие выражения представляют интерес для ряда практических задач, 
в частности для контроля работы численных схем расчета нестационарных 
волновых процессов вблизи границы газообразпого и упругого полупро
странств при наличии в средах дисперсии и затухания.

В настоящей работе методом контурного интегрирования [4] получено 
новое представление для поля отраженной волны в виде однократного 
интеграла по замкнутому контуру. Этот интеграл вычислен точпо для 
точек наблюдения, лежащих на проходящей через источник нормали 
к границе раздела газ —твердое тело. Проанализированы асимптотики 
поля отраженной волны вблизи фронтов сферической и боковых воли. При 
рассмотрении полного внутреннего отражения показано, что, как и в слу
чае границы раздела двух газов [4], отраженный сигнал представляет 
собой сосредоточеннып сферический импульс и распределенное в простран
стве возмущение. В статье [1] отсутствует описание этого эффекта.

Пусть плоскость z= 0 цилиндрической системы координат г, ф, z совпа
дает с границей раздела однородного газа с плотностью р, и скоростью 
звука с,, заполняющего полупространство z> 0, и однородного изотропного 
твердого тела, занимающего полупространство z < 0 и характеризуемого 
плотностью р2 и скоростями продольной и поперечной волн соответственно 
с{ и Ci. Па высоте h над границей действует звуковой источник, создающий 
в газе возмущенно давления р0, описываемое уравнением

В уравнении (1) t — время, б — дельта-функция Дирака, Q характеризует 
амплитуду импульса, а *к — характерный размер источника. Введение рас-
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пределенного источника необходимо для использования развитых в [4] 
методов контурного интегрирования. Результаты для точечного источника 
могут быть получены предельным переходом Я->0 в окончательных выра
жениях для волновых полей.

Будем рассматривать случай, когда скорость звука в газе меньше ско
рости рэлеевской волны cR на границе твердое тело — вакуум. В газе введем 
потенциал скоростей cpi, а в твердом теле — скалярный ф и векторный 
А=АеФ (еф — орт оси ср) потенциалы так, что скорость частиц v, и давле
ние р в акустической волне и смещение и 2 в упругих волнах даются соот
ветственно выражения ми

дф!
v, =  gra<^,, р =  -  Pi —  ,

д ‘  (2)
u2=grad ip+rot A, div А=0.

Для потенциалов справедливы волновые уравнения, которые следует ре
шать с граничными условиями [5] uzi=uz2, ozz2= —py orz= 0 при 2=0, вы
ражающими непрерывность вертикальных смещений и нормальных к гра
нице компонент тензора напряжений, а также равенство нулю танген
циальных компонент тензора напряжений на поверхности твердого тела.

В частности, потенциал отраженного импульса представляется в сле
дующем интегральном виде:

+ оо 03

срл= 8л2р, _
СО, к )— tkfxt/x-.

со
coXiiS(co, к)

охр (—ico£~WxiZ,—Х/с) / 0 (Ат) к dk. (3)

В формуле (3) со — циклическая частота, к — горизонтальное волновое 
число, Zi=z+h,

5((о, k ) = R ( со, к)+ гк1Ы,Ы», e=pi/p2, R {со, k) = (kt2—2k2)2+4k2x lx t, 
х ,, i , t= (k* lt  —/с2)'*, k it I, t= 0 /clt/, * — волновые числа акустической волны 
в газе и продольной и поперечной волн в твердом теле, У0 — функция Бес
селя нулевого порядка. Из условия отсутствия возмущений в средах при 
К О  следует, что контур интегрирования по со должен проходить выше 
особых точек подынтегрального выражения, т. е. в области Im со>0. Для 
сходимости интеграла (3) при z-*-<x> необходимо считать, что (o)2/ c ^ f —

- k 2 y h= i \ ( k 2 - ( d 2 l c 2{ l t  Yh| при *>|ю |/с,,|.<.
В интеграле (3) сделаем замену co=c,fcr, а затем x = ( i —02)“'/s [4], что 

приводит к следующему выражению для потенциала отраженной волны:

Фл —
iQ Ф V (0)d0

8я2р,й, Lo £(0)
(4)

Здесь Ri2=rz+zi2 — расстояние от источника до точки наблюдения,
У ( 0 ) =  [ е Я ( 0 ) - е п , ‘ ( 0 2- а 12) ,ь] / 5 ( 0 ) ,

Ж 0) = (202—2+п,2)2+4(1—02) (02—а,2) '’(0г—а ,2)''1, 
5 (0)= 0Д (0)+ еп ,‘(02- а / 2)''',

«м = 1  -и*(, «i,(=c1/cl>1, lim(02-c^ ,,)v'=0 ,
0-*ОО

£(0) =  [ ( 0 - g .) ( 0 - ^ ) - 2 ( A /f i12) ( l - 0 2) ’/4 c , i - z 10)]%
<7i,2= [c 1iz1±/-(fl,z- c 12«2) ,'’]/fl12, 

lim (1—02)v’= —i0, lim E (0) =0.
0 oo 0 —* oo

X-*0

Контур интегрирования L0 изображен на рис. 1.
Особыми точками подынтегрального выражения в (4) внутри контура 

L q являются возникающие при zx<cxt точки ветвления аналитической
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Рис. 1. Контур интегрирования L q и  особые точки подынте
грального выражения (4). Разрезы показаны волнистыми

линиями

функции 2?(0) [4]
Qij2= qi±i, A. sin2(б 6i)

Ri sin6 t

где 6=arccos(z,/i?i)? Si=arccos(c,£/i?i). Точки ветвления 0 = ± а г, Q=±ah 
0= ± 1  аналитических функции (02—а*, *2) ' \  (1—G2)1/2 и определяемые из 
уравнения S(0)=O полюса Q3=±i{ci2/c8z—1)1/г (с* — скорость поверхностной 
волны Стоунли) лежат вне контура L q.

При вычислении интеграла (4) следует рассмотреть случаи Ri>cit 
и Ri<c{t и учесть три возможные ситуации: Re(?i>a*, a t<Re<2i<a*, 
Re Qi<at. Условия Re(?i=a; и Re(?i=a< можно переписать в виде t= tt= 
=r/c/+Zia//Ci, t=tt=rlct+ZiO,tlc^ где tL и t t есть времена прихода в точку 
с координатами (г, z,) боковых волн, связанных с продольными и попе
речными волнами в твердом теле. Эти боковые волны существуют соответ
ственно в областях б>0/ и б>0*, где 0j=arcsin 0,=arcsinra* — углы пол
ного внутреннего отражения. Анализ, аналогичный проведенному в [4], 
показывает, что при 6<0* (область I) потенциал отраженной волны в пре
дельном случае Х-^0 (точечный источник) дается выражением

где

Ф п
^  iQ H {t-RJc{) ф V (0)rf0

8 п piRt L0 e ( Q )

жги тъ , \ /II (t—Ri/ci) — |
0 , tcRi/ct

— ступенчатая функция Хевисайда и е (0) =  [ (0—(?i) (в— ] /з.
Аналитически интеграл (5) можно оценить вблизи фронта сферической 

волны, когда R ^ c t f ,  так что Ci£Zi>r(c,2Z2— Т?,2)7* и е(0 )~ 0—z,/i?i. Результат 
интегрирования пропорционален вычету в полюсе Q=zi/Ri:

Ф (6)

Формулу (6) можно также получить, проводя в (3) интегрирование по к 
методом перевала. Соответствующее потенциалу (6) давление имеет вид: 
PR~Pbl=QV{zJR\)b(t—й,/с,)4яЙ1.
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Рис. 2. Зависимости величины & от времени при d = 3 4 0  м/с, 
Ctlct= f3 y е = 5 1 0 ~ 4. Цифры у кривых -  значения в 

метрах: 1 — с,=  1000; 2 — с,=2000; 3 — с<=500 м/с

Из (4), (2) следует, что звуковое давление при 6<0/ можно записать

Ф  У ( Ю ^ = ^  т ,
8л2Л,: La е \ в )

т. е. в виде суммы асимптотики давления вблизи фронта сферической отра
женной волны и интегрального члена, описывающего изменение формы 
отраженного импульса по сравнению с падающим. Вблизи фронта волны 
интегральный член пропорционален вычету в полюсе Q=zl/Rl и имеет ко
нечное значение.

В точках наблюдения, лежащих на проходящей через источник нор
мали к границе раздела, т. е. при r=0. е(0 )= 0—c,£/z, и интеграл в (5) 
пропорционален вычету в полюсе 0=c,i/z1

QH (t—zjci)
(рп |  -------;----------- ’V(Cit/Zi).

гш= o 4npiZi
(7)

Отметим, что вблизи фронта отраженной волны, где формула (7)
переходит в приближенное выражение (6), в котором следует положить 
i?,=z 1. Соответствующее потенциалу (7) акустическое давление в отра
женном импульсе имеет вид

<?(1—ei2|) j

<?>=-

Pr r=0 4mz, ( l+ e « () 
zQn,lH(t—z,/c,) f c1a ,2i?(c1i/z1){
Г2nziS 2(c,t/zi) I (ci4 2- z lW ) ' h

- 4 CiV
Zi:

/  C,V 2 \ X

X 2 (и,2-2 + 2 с ,2*7212) - 2  (c.W z,2—a ,2) 1/1 (c .W z ^ -a ,2)Vl +
/  * V \  2c ,V -z ,2(a,2+ a ,2) 11
v z,2 / ( c lV - * lta ,2) l4(c1V - * « V ) %n '

Таким образом, отраженный импульс при г=0 описывается суммой 
двух членов. Первый член — это часть звукового сигнала, которая повто
ряет форму падающего импульса и имеет амплитудный множитель 
(1—en,)/(l-he«i)i представляющий собой коэффициент отражения плоской 
волны при нормальном падении. Его можно получить, пользуясь извест
ными приближенными методами. Второй член описывает изменение фор
мы сферического импульса при его отражении от плоской грапицы. Целе-
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