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АСИМПТОТИКА МОД ПЛАВНО НЕРЕГУЛЯРНОГО ВОЛНОВОДА
С ПРОНИЦАЕМЫМИ ГРАНИЦАМИ

Рассматривается двумерный волновод, состоящий из слоя почти 
стратифицированной жидкости, граничащего со стратифицированными 
средами. Получепо адиабатическое приближение метода поперечных се­
чений для поля нормальных воли.

Рассматривается гармоническое поле в акустическом волноводе, со­
стоящем из слоя жидкости, ограниченного плоскостями z= 0, z=h.  Ско­
рость звука c(%x,z) в слое предполагается не зависящей от одной из 
горизонтальных переменных и медленно меняющейся по другой (£<1). 
Свойства граничных поверхностей описываются с помощью их проводи­
мостей (или, что эквивалентно, с помощью импедансов, или коэффициен­
тов отражения), при этом допускается, что эти проводимости зависят от 
угла падения плоских волн.

Такое описание границ [1, 2] является наиболее общим способом по­
становки задачи, когда слой граничит со стратифицированными средами. 
Известно, что в случае стратифицированного волновода скорость звука 
в слое и проводимости границ полностью определяют алгоритм расчета 
поля нормальных волн. В статье показано, что в определенном смысле 
это так и для плавно нерегулярного волновода.

Для изучения плавно нерегулярных волноводов часто используется 
адиабатическое приближение метода поперечных сечений [3]. Это при­
ближение является главным членом формального асимптотического ре­
шения (ФАР) соответствующей краевой задачи. Известны способы по­
строения таких асимптотик для некоторых моделей открытых жидких 
[4, 5] и упругих [6, 7] волноводов.

Цель работы — построение асимптотики поля нормальных волн для 
плавно нерегулярного волновода, границы которого заданы с помощью 
проводимостей. В частных случаях, например, когда граница z= 0 — аб­
солютно мягкая, a z=h  отделяет слой от однородного жидкого или упру­
гого полупространства, полученные в работе формулы сводятся к выте­
кающим из [5, 6].

Здесь мы не останавливаемся на вопросах корректности постановок 
соответствующих математических задач, вопросах существования реше­
ний, имеющих найденную формально асимптотику. Отметим, что в не­
которых частных случаях эти вопросы решены [8].

Итак, будем искать ФАР следующей задачи:

Здесь а(£х, z)=co2/c2( |x , 2), со — круговая частота гармонического поля, 
р — комплексная амплитуда акустического давления. Условия (2), (3)

д2Р ^  д2Р + a(&,z)p=0,  ж е (-oofoo)f ze=[0,fc]; ( 1)дхг dz2

( 2 )

тр  ( s ,h)=g2( - idz v
(3)
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заданы с помощью псевдо дифференциальных операторов. Напомним, что 
эти соотношения эквивалентны следующим равенствам для преобразова­
ний Фурье р(Х, z) фукции p(x,z)  но х:

(dp/dz) (я ,, 0 )  = g ,  ( X )  Р ( X ,  0 ) ,  (dp/dz) ( я ,  К) (k)p(Kh).

Символы исевдодифференциальных операторов связаны с проводимо­
стями границ ГДЯ) соотношениями &(А)=го>рУ^(Я), где р — плотность 
слоя; /= 1 , 2.

Функции gj(\) предполагаются аналитическими во всех точках не­
которой замкнутой области G<=C+=  {Х^С| Im ; с (a, z) — бесконечно 
дифференцируема по а.

Для построения ФАР запишем задачу (1) —(3) в виде уравнения с 
операторным гамильтонианом. Определим для всех а , р оператор

а) : С2-*-Ву действующий из пространства С2 дважды непрерывно 
дифференцируемых на [0, h] функций в пространство В  троек (щ о,;о2), 
где v — непрерывная на [0, h ] функция, а )ч а2 — комплексные числа. По­
ложим Ж (р, a) v=(v"  (z) +  (а(а, z) — р2) v (z ) ; v (0) - g i  (p) v (0); и (h) — 
—g2(\.i)v(h)). Здесь и далее штрих обозначает производную по z.

Сделаем замену переменных а= §я, тогда д/дх=%д/да задача (1) —(3) 
преобразуется к виду

ЯЦ-гЪд/да; а)Р=0.  ( 4 )

Формальное асимптотическое решение уравнения (4) будем искать в виде
а  оо

P ( a , z ) ~  ех р ( ^ - 1  Д о ( л ) ^ г 1 ) Н  £ * < P f c ( « , z ) .

® ал й=0

Вычисляя действие гамильтониана на быстро осциллирующую компо­
ненту [9], получим

СС о о  <х>

3%(-i%d/dcc, сс)Р ~  exp J  |Л0( т ] ) * ] ) П  S* Н  1%(д/да;  а)<иЛа. z).
«О *” ° <-• (6)

где i?j(p, а) — полиномы по р степени не выше / с операторными коэф­
фициентами, зависящими от а  как от параметра. В частности, (Д0ф) (а) =  
=<5#(р0(а), а )ф (а ); (й,ф) (а) =  (330/др) (р0(а ) , а)ф (а) +  (72) ( д * 3 в / д р2)Х 
Х (р0(а), сс)р0(а)фо(а). Точка здесь и далее обозначает производную по а. 

Собирая члены при одинаковых степенях £, в правой части (6) имеем
со m

H i
7П =  0

Приравнивая коэффициенты при £то к 0, получаем последовательность 
равенств

й о ф о = 0 ,  ( 7 . 0 )

Д 0ф 1 = - й « Ф о ,  ( 7 . 1 )

Й 0ф 2 —  Д | ф 1  й 2 ф о ,  ( 7 . 2 )

И  Т .  д.
Равенство ( 7 . 0 )  означает, что р0(а) и ф 0 ( а ,  z) должны быть соответ­

ственно собственным числом и собственной функцией следующей спек­
тральной задачи:

ф"(г) +  (а(а , z ) - ц 2)ср(г) =0; (8)
ф' (0) —я. (|i)<p(0) =0; (9)
ф 'W  —̂ ( ( а) ф (Л) =0. (10)

Равенства (7.1), (7.2) и т. д. являются неоднородными краевыми за­
дачами, соответствующими (8) —(10). Сформулируем условие разрешимо­
сти таких неоднородных задач.
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Пусть fx0(a) (<=С), cpo(a) являются решениями задачи (8) —(10). Тогда 
задача

t|>"(z) +  (a(a , 2 ) - р 0г(а ) Ж z)= /;  (Ш
^ ( 0 ) - g 1(p0(a ))^ (0 )= o ,; (12)

(h)-g2(i io(^))^(h)=o2 (13)
разрешима в том и только в том случае, когда

z) ф0 (a, z) dz+Oi ф0 (a, 0) —о2ф0 (a, h) =0.

Сформулированное утверждение при о,=0 — хорошо известный факт 
теории задач Штурма — Лиувилля. В случае ОуФ0 обоснование условия 
(14) проводится совершенно аналогично. В частности, необходимость вы­
текает из соотношения

h

1 / ( z) фо (сс, z) dz= (я|/ф0—l|xpo') | o'*,
о

являющегося следствием формулы Грина.
Удобно условие (14) записывать в виде <7тф0, /'’>=(), где F=(f;  о»; с2)е  

е й ,  Т  : С2- + В  — оператор, действующий но правилу Т ф = ( ф ; ф(0);  ф(/г)), 
<.,.) — симметричная билинейная форма на ЙХЙ ставящая в соответствие 
элементам F*=(fJ\ Ох\Ог*)^Вл /= 1 , 2 число

h

<Р', F*>=o,V - 0 *  V  +  f / ‘ (z) f  (z) dz.
0

Далее будем полагать, что при всех а  задача (8) —(10) разрешима, 
собственное число p,0(cc)^G непрерывно зависит от а.

Более того, предположим, что это собственное число простое. Это 
означает, что для вронскиана W (»х, а) =г|?/ (ц, a, z)\p2(Mi я) — z) X
Хф2' (р, a, z) двух решений ф,, ф2 однородного уравнения ф "+ (а(а , z) — 
—р2)г[)=0 таких, что ^ ,(р , а, 0) =1, ф'(ц, а, 0 )= £ ,(ц ), фг(щ а , Л)—1, 
ф'(щ a, z )= g 2(n) справедливы соотношения Ж([д.0(а ), а )= 0 , (5В7д|л)Х 
Х (ц0(а), а)=^0.

Вычисляя производную вронскиана с помощью формулы Грина, не 
трудно установить, что требование простоты р0(а) эквивалентно условию

/»

2ц0(а) |  [ф0(сх, z) ]2 dz +  (‘/ 2) {dgjd\i)  (ц„(а),а) [ф0(а ,0 )]г-

-  (V.) (dgz/дц)  (jio ( а ) , а) [ф„ (a, h) ]2̂ 0 .
Отметим, что левая часть последнего равенства совпадает с <Тц>0,{дЗ&1 

!д\к) (ро(сс), а)ф 0>. Требования бесконечной дифференцируемости с (a, z) 
по а  и простоты р0(а) обеспечивают бесконечную дифференцируемость 
|i0(a) по а.

Равенство (7.1) является неоднородной краевой задачей для ф, вида
(1 1 )-(1 3 ), причем /= 2 р 0(а)ф (а, г )+ р 0(а)ф (а, z), Oi=(dgjd]i) (ц0(а), 
а)ф0(а, z,) +  (7*) (dzgjd\x2) ( р 0 ( а ) , а ) ф о ( 2, ) ,  /= 1 , 2, z ,= 0. z2=h.

Непосредственно проверяется, что

< Г ф 0 , й >  =  —  < 7 \ p 0 ,  / ? 1ф о >
1 0 , ч ч m \

Таким образом, условие разрешимости (7.1) может быть записано 
в виде

д /  daf& \
—  \^ ф о ,—  (Цо(а),а)ф0/ = 0 ,  (15)
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что эквивалентно условию нормировки собственной функции ({дЖ!д\х)'К 
Х(|х0(а ), сб)ф0, 77cp0>=̂ c,(=const^O ).

Из (7.1) ср, определяется не однозначно, а с точностью до слагаемого 
6(а)ф 0(а, z). Положим ф,=тр,+6ф0, где ф, — такое решение (7.1), что 
< ^0 , 7?,ф,)=0.

Запишем условие разрешимости (7.2): CFcpo, 7?,cpt+-ff2q)2>=0. Преобра­
зуя левую часть, имеем

<7*90, Л 1&сро>+<7т(р0, /?2ф0>=й<7’фо, Д|фо> +
+  й<^Фо, (дЖ/д\х) (цо(сс), а)ф 0> +  <7тф(„ й 2ф0>.

Значение билинейной формы в первом слагаемом равно 0 в силу условия 
разрешимости для (7.1). Получаем дифференциальное уравнение

с1й+<Гсро, /{2фо>:=;0, (16)
из которого 6(a) находится с точностью до аддитивной константы с<>.

Аналогично можно определить и другие члены разложения (5). Не­
определенность в выборе констант при решении дифференциальных урав­
нений (15), (16) (и аналогичных уравнений переноса, возникающих 
при определении последующих членов) обусловлена тем, что ищется про­
извольное решение однородной задачи (1) —(3). Однозначности решения 
можно добиться заданием в какой-либо точке а 0 величины <ТР(аа), 
(дЖ/д\х) (ц0(а), а)фо0>, где ф0Л — собственная функция задачи (8) — (10), 
отвечающая ц0(а) нормированная условием < (^<3 /̂^ц)фо°, 7\p00> =  l.

Итак, пусть для всех <*>) поперечпая спектральная задача
У" (2) +  (a ( |s ,  z) - X 2) у (г) =0; (17)

y ( 0 ) = gl( l )y(0);  (18)
y ' (h )=g2(l)!j(k);  (19)

имеет простое собственное значение Хт(х), и ут(х, z) — собственная функ­
ция задачи, нормированная условием

Л

2Хт(х) J  (ym(x , z) )2dz+{dgl/dX)(Xm(x))[ym(x,0)]2-

- { d g 2/dl ) (Xm(x))[ym(x ,h)]2= l .  (20)
Тогда у задачи (1) —(3) существует формальное асимптотическое реше­
ние, аналогичное т-й моде слоистого волновода. Главный член асимпто­
тики имеет вид

а:

Pm(x,z) =  exp(i j Xm(t)dt^ (ym(x , z ) + 0 ( D ) .  (21)

Если бы решалась задача с точечным источником, т. е. в правой 
части (1) вместо 0 стояло бы 8(х—x0)8(z—z0), то вклад мод описывался 
бы линейной комбинацией слагаемых вида (21) с коэффициентами — 
iym(zQ).

Изложенная выше схема построения ФАР применима (с тривиальными 
модификациями) и в случае, когда плотность р(£я, z) среды в слое за­
висит от z и слабо меняется по х. В этом случае краевая задача анало­
гична (1) —(3), но в уравнении вместо dz/dx2+d2/dz2 используется опера­
тор р(£я, z)divp_1(ga:, z)grad. Главный член по-прежнему имеет вид (21), 
где Ят (х), у mix, z))  —решение спектральной задачи, аналогичной (17) — 
(19). Однако в (17) у"  следует заменить на р(§я, z) (p~l(%x, z ) y ' ) \  а в ус­
ловие нормировки (20) следует добавить множитель р-1( |я , z) в подын­
тегральное выражение.

Автор признателен Л. Л. Ваксману за обсуждение результатов рабо­
ты. Это обсуждение, в частности, дало возможность выяснить, что в слу­
чае, когда слой граничит с однородными упругими средами, полученные 
формулы сводятся к вытекающим из [6].
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S. L . indel'shteln

MODE ASYMPTOTICS OF A SLOWLY VARYING WAVEGUIDE
WITH PERMEABLE BOUNDARIES

A two-dimensional waveguide which consists of a layer of an almost stratified liquid 
bounded with stratified media, is considered. An adiabatic approximation of the cross- 
section method for a normal waves field is obtained.
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