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О ЛИНИЯХ АКУСТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ
В УПРУГОМ СЛОЕ

Рассматриваются л и п н и  тока энергии гармонических колебаний 
в упругом слое с жестко закрепленным нижним основанием в ближней 
и в дальней зонах поверхностного источника. Приводятся численные ре
зультаты, показывающие возникновение вихрей и обратных потоков эпср- 
гии, проверяется сформулированный ранее критерий наличия в среде 
вихрей энергии.

Ранее в работах [1, 2] при анализе линий тока энергии гармониче
ских упругих воли в дальней от источника зоне многослойного полупро
странства было установлено, что в некоторых случаях часть энергии 
циркулирует в ограниченных областях по замкнутым траекториям и 
возникают обратные потоки энергии, идущие из бесконечности. Баланс 
энергии и принцип суммарного излучения энергии от источника на бес
конечность при этом не нарушаются. Следует отметить, что наличие 
вихрей энергии установлено и для акустической среды (см. [3] и ука
занную там литературу).

В настоящей работе была выбрана более простая, чем многослойное 
полупространство модель среды: упругий слой, жестко сцепленный с не- 
деформируемым основанием. Представление решения для слоя в рядах 
позволило рассмотреть не только дальнюю, но и ближнюю зону источ
ника, а в ней процесс возникновения циркуляции и разворот обратных 
потоков энергии.

Установившиеся гармонические колебания упругого слоя, занимаю
щего в декартовой системе х , у, z объем — у^°°, —h < z ^ 0 ,  вызва
ны нагрузкой T e ~ l{>t= q ( x ,  у ) е ~ " * \  приложенной к поверхности слоя в
круговой области ii: г=Ух2+у2< а ; т={т«, тVz, о*} — вектор поверхност
ных напряжений, о  — круговая частота колебаний. Поверхность слоя 
вне Q свободна от напряжений, нижняя грань жестко закреплена.

Относительно перемещений точек слоя ие~ш , и={и, v, w) имеем крае
вую задачу, решение которой в случае осесимметричной нагрузки q (г) 
может быть представлено в виде [2, 4]:

и(г,ф ,2)

Q (a )= 2n J  q(r)J0(ar)rdr, а 2= а ,г+ а 2г,

Jo(ccr) — функция Бесселя, К ( а,, а 2, а, z) — символ матрицы Грина упру
гого слоя. Вид матрицы К  и контура интегрирования Г, а также другие 
вопросы построения решения (1) подробно описаны в монографии [4].

В случае слоя элементы матрицы К  являются мероморфными функ
циями, имеющими конечное число вещественных и счетный набор ком
плексных ±£а. С помощью леммы Жордана и теоремы Коши интеграль
ное представление (1 ) при г>а  может быть заменено рядом по вычетам
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в полюсах расположенных выше контура о=  (—Г) UT:

и (г, ф, z) =  у 1, Ь„ (ф, z) Но11 (£„/•), (2)
к=1

Ьь(ф, г) -  T res ж ( i -  , i - ,  а , ,  ) | ̂  Q(W S..

#о(,) (Ьг) — функция Ханкеля.
Сходимость ряда при г> а  — экспоненциальная; в ближней зоне сходи

мость ухудшается и при г-*а9 z-+ О становится степенной.
Аналогичное представление в виде ряда по вычетам в случае равно

мерной нагрузки (g ( r )= l)  может быть получено и для г<а. Для других 
видов нагрузки такое представление при г<а удается получить не всег
да, и в этом случае поле перемещений и напряжений под областью Q оп
ределялось путем численного интегрирования контурных интегралов.

Поток энергии, переносимой в среде упругими волнами, характеризу
ется вектором плотности энергии е. В случае установившихся гармониче
ских колебаний осредненное за период колебаний 2я/о> значение компо
нент вектора е определяется выражением

со
еп =  -^ -1т (т „ , и),

еп — проекция е на нормаль п,
' <9и

xn= 7’nu=A,div и+2а —  +  u(nX rotu) —
an

напряжения на площадке с нормалью п. При п={1, 0, 0} и п={0, 0, 1} 
представление (3) дает компоненты ех, ег вектора е (е„= 0  в плоскости 
xoz).

Линиями тока энергии являются кривые х= х($), х={х,  у, z} с каса
тельными векторами е(х). Линии тока, порождаемые векторным полем 
е(х), определяются из решения задач Коши

dx
=  е (х )/|е (х ) |,

(4)
ds
х (0) = х 0,

при этом 5 — естественный параметр: длина линии от х0 до x(s).  Суммар
ная мощность вертикального источника определяется выражением

м

Е =  -
со

L  res R (а, 0) | !?(£*) !*£*, (5)
ft=l

(М — число вещественных полюсов) либо путем интегрирования плот
ности потока энергии по сечению волновода:

о

Е=2п  ]* errdz. (6)
- h

Окончательные расчетные формулы приведены в задепонированной 
работе Г5], там же дано описание метода поиска комплексных полюсов 
£* и других вопросов численной реализации. Кроме того, в работе [5] на
ряду с энергетическими характеристиками приводятся численные резуль
таты, показывающие распределение полей напряжений и перемещений в 
упругом слое.

В настоящей работе на рис. 1—4 изображены линии тока энергии и 
распределение плотности потока энергии в поперечном сечении упругого 
слоя единичной толщины с коэффициентом Пуассона v=0,3 при дейст-
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Рис. 2

Рис. 1. Линии тока и распределение по глубине плотности энергии для упругого 
слоя при (0=2,7. Поперечные сечения плотности энергии для г=1,25; 2,4; 4,7

Рис. 2. То же для со=2,86; г=1,25; 2,4; 5,85; 7

Рис. 3. То же для о =2,92; г=1.8; 
3,2; 4,6; 6

Р ис. 4. То же для со=3,75; г—1,1; 
2; 5,75; 7,55

в и и  вертикальной нагрузки. Все размерные величины даны в единицах, 
выраженных через l0= h , р0=р, v0=vB (р — плотность, vs — скорость по
перечных волн в слое); папример, безразмерная круговая частота со= 
=2nl0flv0, / — частота в герцах.

Вид дисперсионных кривых (зависимость вещественных полюсов 
являющихся волновыми числами нормальных мод, от со) для рассматри
ваемого случая приведен в [4, 5].

Рассматриваются частоты о)=2,7; 2,86; 2,92; 3,75, представляющие 
следующие режимы работы слоя как волновода: <о=2 ,7 — имеется один 
вещественный полюс которому соответствует одна бегущая волна; о>= 
= 2,86 — перед появлением обратной волны (также одна бегущая волна, 
но следующая пара комплексных полюсов близко расположена к веще
ственной оси, им соответствуют слабозатухающие волны); со=2,92 — 
в диапазоне обратных волп с тремя бегущими волнами, одна из которых 
обратная (тангенс угла наклона касательной к соответствующей диспер
сионной кривой отрицателен, фазовая и групповая скорости направлены 
в противоположные стороны); (0= 3,7 5 — две бегущие волны.

Для сопоставимости все результаты приведены для одной и той же 
нагрузки — равномерно-распределенной в круге единичного радиуса (а=  
=  1). Расчеты показывают, что качественный вид линий тока (наличие 
вихрей и обратных потоков энергии) определяется в первую очередь 
свойствами волновода и не зависит от вида нагрузки и размера области 
ее приложения [5]).

Заметим, что во всех случаях баланс энергии не нарушается: посту
пающая эпергия, посчитанная по формуле (5), совпадает с энергией, по
считанной по (6 ), при любом г>а.
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Ца частоте о>=2,7 линии тока энергии с удалением от источника быст
ро становятся строго горизонтальными (рис. 1 ), так как с ростом г вклад 
комплексных полюсов в процессе переноса энергии убывает экспонен
циально, а единственная бегущая волна, соответствующая вещественно
му £1э при отсутствии интерференции переносит энергию по прямолиней
ным траекториям. Вихри энергии образуются только возле источника и у 
нижнего основания слоя. Мощность последних крайне мала, так как 
пижпяя поверхность слоя жестко закреплена.

Зависимость плотности энергии |е| от глубины z показывает, что в 
центре вихря (сечение г=1,25) плотность потока энергии становится ну
левой. Это обстоятельство может быть использовано в качестве критерия 
наличия в среде вихрей энергии. Впервые на это было указано И. И. Во- 
ровичем при обсуждении результатов предыдущих работ [1 , 2] на семи
наре кафедры теории упругости РГУ в феврале 1986 года. Аналогичный 
критерий наличия вихрей энергии в акустической среде предложен в ра
боте [3].

Для (0= 2,7 при г>2,5 распределение плотности энергии по глубине 
остается практически постоянным с максимумом при z = —0,3 (рис. 1).

При (0= 2,86 (рис. 2) линии тока становятся строго горизонтальными, 
а распределение плотности энергии по сечению слоя постоянным па су
щественно большем расстоянии от источника, так как здесь наряду с од
ной бегущей волной возбуждаются и волны с малым декрементом затуха
ния, соответствующие комплексным £з с малой мнимой частью. Глав
ным качественным отличием случая <о=2,86 от других рассмотренных 
является наличие обратного потока энергии, идущего вдоль нижней гра
ницы слоя из бесконечности. Обратные потоки энергии были обнаруже
ны ранее в многослойном полупространстве [1 , 2], но там они рассматри
вались только в дальней зоне. Было высказапо предположение, что в 
ближней зоне обратпый поток должен разворачиваться более мощным 
потоком энергии, идущим от источника, и становится одним из рукавов 
прямого потока. Другими словами, обратный поток — это часть сильно 
вытянутого в горизонтальном направлении (вплоть до бесконечности) 
вихря энергии. Критерий того, что обратный поток идет из бесконеч
ности, сформулирован в [1 , 2].

Результаты, приведенные на рис. 2, впервые демонстрируют разво
рот обратного потока в ближней зопе. Интересно, что изменение вида на
грузки и размеров области ее приложения практически не меняют места 
разворота обратного потока. Сечения плотности энергии, как и в преды
дущем случае, указывают на обращение ее в нуль в центре вихрей. Мак
симум мощности потока здесь устанавливается в середине слоя. На час
тоте (0=2,92, несмотря на наличие обратной волны, обратный поток 
энергии не обнаружен (рис. 3). В силу интерференции трех бегущих 
волн в дальней от источника зоне линии тока эпергии становятся не пря
молинейными, а волнообразными с определенным периодом. Периоди
чески повторяются и энергетические вихри.

Волнообразность липий тока приводит к  тому, что на различных рас
стояниях от источника вид распределения плотности энергии по глубине 
меняется, в частности меняется глубина максимума мощности потока.

Аналогичная периодичность в дальней зоне наблюдается и на частоте 
(0= 3,75 при двух бегущих волнах (рис. 4).

Авторы благодарят проф. В. А. Бабешко за внимание к работе и цен
ные советы.
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Еш V * G lushkov,  2V. V . Gluahkova9 Е . V . K ir illo v a  

ON ACOUSTIC ENERGY VORTICES IN AN ELASTIC LAYER

Streamlines of harmonic vibrations energy in an elastic layer fixed on rigid foun
dation are considered in near and far field zones of a surface source.

Numerical results demonstrate the generation of vortices and inverse energy flows. 
The earlier formulated criterion of an energy vortex existence is tested.
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