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Показало, что решение задачи рассеяния можно представить в виде 
асимптотического разложения по двум малым параметрам: малому на­
клону неровностей и малой безразмерной крииизпе неровностей. В соот­
ветствующих предельных случаях решение совпадает с формулами, по- 
лучеппыми методом малых возмущений по параметру Рэлея и методом 
касательной плоскости. Проведено сравнение предложенного метода с 
методом малых наклонов.
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Для приближенного решения задачи дифракции волн на неровной по­
верхности с малыми, &0й<1, и пологими, неровностями (/с0=
= 2 п/Х — волновое число, X — длина волны, /г, 10 — характерные высота и 
длина неровностей) используется метод малых возмущений (ММВ) (см., 
например, [1]. и цитированную там литературу). В случае, когда высота 
неровностей соизмерима или больше длины волны, hl^X, но неровности 
достаточно плавные, К0=Х/а< 1 (a=l2/h — радиус кривизны), наибольшее 
распространение получил метод касательной плоскости (МКП) [1]. В от­
личие от ММВ он является не асимптотическим, а эвристическим мето­
дом. До сих нор не получены достоверные оценки точности этого метода и 
границы его применимости.

В работах [2—5] был предложен метод малых наклонов (ММН), кото­
рый позволяет получить приближенное значение амплитуд рассеяния 
волн без ограничения на высоту неровностей. При этом амплитуду рас­
сеяния предлагается искать в форме, в которой сразу выделен фактор, 
обеспечивающий требуемые трансляционные свойства, а оставшаяся 
после выделения упомянутого фактора часть формулы имеет вид интегро- 
степенного ряда, который интерпретируется в [2] как разложение по ма­
лым наклонам.

В данной работе предлагается другой метод для решения задачи дифрак­
ции волн на неровной поверхности с пологими и плавными неровностями 
произвольной высоты —метод локальных возмущений (МЛВ). Решение, 
полученное при помощи МЛВ, представляет собой асимптотическое раз­
ложение по двум малым параметрам: характеризующем пологость по­
верхности, и К , характеризующем ее плавность К=Х./а, JL=min(A,, 10). 
Проиллюстрируем метод на примере решения задачи рассеяния звука на 
абсолютно мягкой поверхности. Обобщение на случай границы раздела 
двух сред ие представляет принципиальных трудностей.

Пусть плоская звуковая монохроматическая волна £/'=exp[i(k-R+ 
-\-kzZ)]  (гармоническая зависимость от времени ~ехр(— mt)  здесь и в 
дальнейшем опускается) падает сверху на неровную поверхность Г, за­
данную в декартовой системе координат XYZ  уравнением Z=£(X, Y). 
(Здесь R — проекция пространственного радиус-вектора на плоскость 
XOY , к — проекция пространственного волнового вектора к0 на плоскость
XOY , kz= —yk02—к2 — проекция к 0 на ось 0Z, направленную вертикально 
вверх.)

Рассеянное звуковое поле описывается потенциалом U=U(Ry Z), ко­
торый при Z>£(X, Y) удовлетворяет однородному уравнению Гельм­
гольца
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(Д+/с02)С/=0, ( 1)



а на поверхности Г: Z=t,(X} Y) — граничному условию
и+и<=0. ( 2 )

Перейдем к новой системе координат xyz , в которой поверхность Г 
совпадает с координатной плоскостью z—0: х= Х , y = Y , z=Z—£(Х, У). 
Вместо потенциала U введем вспомогательную функцию и:

где г — проекция радиус-вектора на плоскость хОу.
Заметим, что экспоненциальный множитель в (3) описывает фазовую 

модуляцию волны, отраженной от неровной поверхности, в приближении 
геометрической оптики без учета затенений и многократных отражений. 
Изменения фазы являются локальными, т. с. в каждой точке поверхности 
определяются высотой поверхности только в этой точке.

В новых переменных задача (1), (2) приобретает вид:

Пусть поверхность Г — пологая ('y~ftfo<̂ l )  и плавная (А«Д£~/£<1). 
Тогда при достаточно крутом падении (l/czi^&To) правую часть (4) мож­
но рассматривать как малое возмущение уравнения Гельмгольца.

Таким образом, решение задачи (4), (5) ищем в виде

Из (6) —(9) видно, что построенное таким образом решение будет пред­
ставлять собой асимптотическое разложение по двум малым параметрам — 
наклону у0 и безразмерной кривизне К.

Ограничиваясь второй степенью точности но у0 и К, решим поставлен­
ную задачу. Нулевое приближение и0 является решением задачи (7) об 
отражении плоской волны от плоскости z = 0, следовательно, в любой точ­
ке р={#, у, z}={г, z } верхнего полупространства z>0 и0(р )= —exp[t(k-r— 
—k7z)]. Первое приближение и4, являющееся решением (8), находим по 
формуле Грина

где р’=  {г, —z), G(p, ,р') — функция Грина свободного пространства, удов­
летворяющая принципу излучения

U{R, Я )= и (г, z) exp[£A;z£ (г) ] ( 3 )

где

(&+k0z)u = (L l+L2)u, z>  0

u+iY=0, z=0,

u '=t/*exp[— £&Z£(R) ]=exp[i(k-r+/czz) ],
L t=  (dldz-ik7) (2y- V+ДС), Lz= 4 *{kz2+ 2 ikzdldz-d*ldzz) ,

Y=V^(t ) V = {d/dx, d/dy).

( 4 )

(5)

(6)

где un являются решениями следующих задач:
(Д+/со2)ио=0, z>0; и0+и,= 0, 2=0,

( ^ + k 02)ul= L iu0, 2>0; uv= 0, z=0,
(7)
( 8 )

f (Д + А 02) ип=1/1ип- 1+ Ь 2ип_ 2, 2> 0 

цп=0, z=0; п = 2 ,3 ,...{ (9)

И* (р) =  -  - г  1 dY  [G(p, Р') -G  (Р*. р') (р о , (10)

( 11)

х 2=Уйо2—н2, Im Xz^O.
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Здесь и в дальнейшем, если пределы интегрирования не указаны, то ин­
теграл берется в бесконечных пределах. Подставляя разложение G(p, р ) 
из (11) в (10) и интегрируя по z', получаем

где

г г ,  ( р )  = - 2 i k z  J Й 2 х£(q) e ‘ * -* (e < * * _ e - « * * ) ,

q = x -k , ^ (q) =  (4л2) j< fr£(r)exp(-jq-r).

( 12)
Поле второго приближения и2 находим из (9) аналогично решению 

задачи (8). Оно имеет вид

a2(p)=2&zJ < f x e '- rj  < fx '£ (q ') t(x —х ')Х  » 
X [kz {e-ih* - e ix*z) + (y,z' - k z) (е^ ' г- е ^ ) ] .  (13)

Видно, что представление поля U в виде (3), учитывающем локаль­
ную фазовую модуляцию на границе Г, позволяет найти асимптотическое 
разложение (6) по малым параметрам задачи К  только вблизи Г, когда 
2<(|A:z|Z0“? \kz \ l jk ) .  Действительно, только при достаточно малых z 
подынтегральные функции в формулах (12) и (13) можно привести пу­
тем разложения экспонент к сумме слагаемых, пропорциональным фурье- 
образам у2 и А,.Д£. Физический смысл приведенных неравенств тоже 
достаточно очевиден: первое из них (z<|&z|/02) означает малость зоны
Френеля ~Yz/|/cz| но сравнению с горизонтальным линейным размером 
неровностей /0, а второе — малость по сравнению с /0 расстояния ~z/c/|A;Z| 
между точкой зеркального отражения и проекцией точки наблюдения 
на Г.

Определив с требуемой точностью поле U и его нормальную производ­
ную ди/дп на Г, поле в произвольной точке наблюдения {R0, ZQ) записы­
ваем по формуле Грина:

и  (R A )—^  I  ( G %  -  и  £  к —  £  f  . ч № Е  (К) ] Xдп дп 4л
(14)

[
д

(1+Т2) — (Mo+M,+ti2) | 2=o+exp(jk R)(ik-"(+j/cz'f2) +  — - Y - V n j x

XG(R0,Z 0; RZ) | z= ;(R)t V„={d/dX,d/dY).
Найдем рассеянное волновое поле при Z0> £(R ). Используя в (14) разло­
жение функции Грина (11), получаем U(R0, Z0) =  j  d2x(7(x)exp [i(x-Ro4- 
+ x zZ0) ], где амплитуда рассеяния С (х) имеет вид:

О (х) =  - Г { d2R  (k, X, х ') ,
4 л

Ф (к, х, х ')  =  6 (q ') ■- 1 W )  [2М х /+ А « ) - q '  ■ (x+k) ] +

0 5 )

2Х:

+  — J d ^ \ \ W ) U * ' - x " ) [ - k z ( , k z+Xz') + ( x z " - k z) ( x , " - x / ) -
Xz

(16)

Из формулы (15) видно, что-в случае низких неровностей экспонента 
в (15) может быть разложена в ряд по параметру Рэлея | (х2—&Z)£ |< 1 , 
что приводит к известному ряду ММВ:

V (х) = - 6  (q) - 2 « ы  (q) - 2 kz j  d*x'£ (q ') £ (x-x') x z'+o (A„*A*f f 02) .
» t

Для очень пологой и плавной поверхности Г, когда в (16) можно огра­
ничиться только первым слагаемым, из (15), (16) следует формула, совпа­
дающая с формулой для амплитуды рассеяния, полученной при помощи
4 5 6



МКП, если в последней положить Y=0:

° P(»»)“ o - T - f dtR(A« -x*)О П Xz
е - П ч  R+(xz-*z)C<ll)]

(Сравним формулы (15), (16) с амплитудой рассеяпия Смин(х), полу­
ченной для рассматриваемой задачи при помощи ММН той же точностью 
по наклонам [2]:

Из формул (15) —(18) видно, что структура D (х) и СГмм,,(х) идентич­
на: в каждой присутствует один и тот же экспоненцальный множитель, 
обеспечивающий правильные траислиционпые свойства амплитуды рас­
сеяния, и предэкспоненциальиын множитель Ф, представляющий собой 
ннтегростепенной ряд по фурье-образам поверхности. Хотя коэффициен­
ты при соответствующих членах рядов (16) и (18) не совпадают, при 
помощи интегрирования по частям, применяемого в [2], можно показать, 
что |£7(х) — С?ммн(х)|=о('уо2, К2). Это доказывает, что полученная при по­
мощи ММН амплитуда рассеяния См,мн(х) является асимптотическим ря­
дом не по одному малому параметру о̂, как предполагалось в [2], а по 
двум: Чо и относительной кривизне К. Заметим, однако, что для одпомас- 
штабпой поверхности, когда l^lo, из условия ^o^ l следует и К<  1.

Укажем на существенные методические отличия между ММН и МЛ В. 
В ММИ определяется амплитуда рассеяния. В МЛВ определяются непо­
средственно значения поля и его нормальной производной па границе, а по 
ним находится поле пад границей.

В заключение авторы хотели бы поблагодарить участников семинара 
и академика Л. М. Бреховских за очень полезноо обсуждение статьи.
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ON SMALL PARAMETERS IN THE PROBLEM OF WAVES SCATTERING 
BY A SURFACE WITH SLIGHTLY SLOPING ROUGHNESSES

It is demonstrated that a solution of the scattering problem can be represented as 
the asymptotic expansion in two small parameters. They are the small slope of 
roughnesses and their small dimensionless curvature. Coincidence of the solution in
proper limits with expressions obtained with the help of the perturbation method (in 
Rayleigh parameter) and tangent plane one is shown.

').к+(К2-й2);<к)]фымн ̂  ,

( 18)

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

457


