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ОГРАНИЧЕННЫХ ПУЧКОВ ПРИ ВЫЧИСЛЕНИИ
СРЕДНИХ ВЕЛИЧИН

Выписана полная система уравнений нелинейной акустики ограни­
ченных пучков во втором приближении, включающая наряду с уравне­
нием Хохлова — Заболотской уточненные выражения для плотности и 
вихря скорости. Показано, что эти уравнения можно использовать для 
вычисления средних величин в ноле слабодифрагирующего звукового 
пучка.

Теоретическое определение средних параметров звука для ограни­
ченного пучка неоднократно обсуждалось в ряде работ [1—5]. Основное 
внимание было уделено выводу условия поджатия р= 0  для среднего 
давления; различные способы доказательства этого утверждения подроб­
но рассмотрены в [4]. В то же время автору неизвестны обоснованные 
выражения для средней колебательной скорости, среднего потока массы 
или полного потока энергии с учетом переноса массы.

В настоящей заметке показано, что для слабодифрагирующего зву­
кового пучка все значения средних можно определить исходя из урав­
нений пелинейыой акустики ограниченных пучков во втором приближе­
нии. Рассмотрен общий случай вязкой теплопроводной жидкости. Сис­
тема уравнений включает уравнение Хохлова — Заболотской в диссипа­
тивной среде (см. [6]) , записанное в форме [7], а также выражения для 
плотности и вихря скорости во втором приближении.

Рассмотрим осесимметричный пучок с осью х. Асимптотические ус­
ловия метода медленно меняющегося профиля в системе координат «бе­
гущего» времени [8 ] и уравнения, эквивалентные уравнению Хохлова — 
Заболотской в диссипативной среде, имеют вид (см. [7])
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Здесь x y г — осевая и радиальная координаты, v, w — соответствующие 
компоненты скорости, т= t—x/c0, р — малый параметр (амплитуда волны). 
Индексом 0 обозначены равновесные значения плотности и скорости зву­
ка, e = ( f + l ) / 2  — нелинейный параметр, &=|+4/Зт)+ (7 ' —1 )к/ср — дисси­
пативный коэффициент и divx= d /d r+ l/r. Условие (4) соответствует без­
вихревому характеру течения в линейном приближении.

Получим выражение для избыточной плотности р' во втором прибли­
жении. Для этого вычтем уравнение неразрывности, домноженное на с0, 
из аксиальной проекции уравнения импульсов, подставим условия (1 )л 
(2), проинтегрируем результат по т и исключим малые третьего порядка. 
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где То — момент включения излучателя. Первые три члена правой части
(5) соответствуют плоской волне [9J, последний учитывает дифракцион­
ную расходимость.

Определим выражение для вихря скорости (o=wx—vr (физическая си­
стема координат) во втором приближении. Точное гидродинамическое 
уравнение для угловой компоненты вихря, следующее из уравнений 
Навье-Стокса сжимаемой жидкости с двухпараметрическим уравнением 
состояния, имеет вид

<s>t+(v<o)x+(wto)r—r\( Vp- 1Vco+(— ) ] =

^ _ х  ■ (e)
Р  С х  Р “

где v и V — вектор скорости и оператор градиента в цилиндрических коор­
динатах; в векторном произведении отлична от нуля только угловая ком­
понента. В последнем слагаемом а  —термический коэффициент объемного 
расширения, Р% — изометрический модуль упругости, s — удельная эн­
тропия.

Значение вихря скорости вычисляется в малых полуцелого порядка 
и в главном приближении имеет величину 0 (р ,/г). Линейному приближе­
нию для вихря отвечает нахожедние значения со с погрешностью 0(\а21/2),. 
а второму — вычисление в малых главного и следующего порядков с по­
грешностью 0(|х31/2). Правая часть уравнения (6), оиределяющая источ­
ник циркуляции скорости, имеет порядок 0(\х31/2). В этом нетрудно убе­
диться, если заметить, что операция векторного произведения двух гра­
диентов всегда содержит дифференцирование но /*, а значение s' является 
малой второю порядка |9j.

Подставим в (0) асимптотические условия (1), (2), проинтегрируем 
результат по т  и отбросим малые порядка 0(|х31/2). Последние три члена 
левой части (6) заведомо меньше первого. Поэтому

с о = 0 + 0 ( ц 3,/2). (7)

Из (7) следует, что течение будет безвихревым не только в главном, по 
и во втором приближении. Этот вывод играет основную роль при вычис­
лении средних значений. Формула (7) в системе координат бегущего 
времени эквивалентна выражению

coVr+wx—cQwx=0. (8)
Если в пем отбросить последнее слагаемое порядка 0 (р 2,/2), получим 
линейное приближение для вихря (4), точность которого Достаточна для 
замыкания эволюционного уравнения (3).

Соотношения (3), (5), (8) составляют полную систему уравнений 
второго приближения. Первые два имеют погрешность 0 ( р 3), последнее — 
0 ( |1Ч1/2). Полезно дополнительно* записать эволюционное уравнение для 
радиальной скорости w, которое следует из (3) после дифференцирова­
ния по г, замены vr на —Со~*юх и интегрирования по т:

wx + VVr  —
Со

Со

~2 дг
div_L.) w cW —

2р0с0{
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Перейдем к вычислению средних но периоду. Средние значения двух 
величин v и w являются малыми порядка 0(\х2) и 0 (р 21/2). Этот результат 
следует из уравнений (4), (3) после усреднения по переменной т. Усред­
ним теперь уравнения (8), (9) и используем условие гсх= 0 + 0 (р 31/2). 
Интегрируя результат но г и полагая постоянную интегрирования равной 
нулю в силу граничного условия при находим

*

v =  0 -f О (|i8), div± w dx = 8  “ 2 — tlV2. (10)
■to
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Среднее значение избыточной плотности р' определяется с помощью
(5) иосле подстановки в правую часть соотношении (10). Зная р \  v, мо­
жем найти среднее избыточное давление р ' и полную избыточную энер­
гию Е  на единицу объема, а также средние потоки массы Jm=pv, импульса 
Ji=pv2+p и энергии Je=pev+pv в осевом направлении. Результат имеет 
вид

где h0=e0+p0/p0 — равновесная энтальпия, е0 — удельная внутренняя энер­
гия. Второе слагаемое выражения для энергии (И ) задает изменение 
энергии единицы объема за счет изменения массы, а второе слагаемое 
в выражении для потока — конвективный поток энергии, возникающий 
пз-за среднего переноса массы [5]. Для ограниченного пучка обе эти 
величины отличны от нуля.

Наличие среднего потока массы при х= 0  означает, что вблизи излуча­
теля имеет место радиальное течение к оси пучка. Этот эффект не описы­
вается в рамках метода медленно меняющегося профиля ввиду иного 
пространственного масштаба. Убывание потока массы с увеличением рас­
стояния от источника связано со средними потоками в радиальном на­
правлении.

В работе [10] с помощью уравнений нелинейной акустики были опре­
делены средние величины для плоской волны. Между решениями для 
пучка и для плоской волны имеется принципиальное различие, связанное 
с порядком приближения. Л именно для плоской волны существенную 
роль играют поправки третьего порядка малости, которые, накапли­
ваясь на больших расстояниях, изменяют решение для колебатель­
ной скорости, а следовательно, и средние значения в малых второго по­
рядка. Чтобы учесть эти поправки, необходимо использовать уравнепия 
нелинейной акустики третьего приближения [9—11]. Для ограниченного 
пучка, напротив, достаточно только второго приближения. Причина со­
стоит в том, что поведение мгновенных величин (и самих средних) в ма­
лых второго порядка определяется контактом с невозмущенной средой. 
Математически этот факт отражает уравнение (8), для которого пет ана­
лога в плоском случае. При таком контакте кубические поправки для 
осевой скорости не накапливаются вдоль оси пучка.

То же самое относится к однополярным волнам с амплитудой 0(р.3), 
отраженным от разрывов в пилообразной плоской волне [9]. Если подоб­
ные волны существуют и в неодномерном случае, они все равно пе вносят 
вклад в средние значения, так как дифрагируют из области пучка и не 
накладываются друг на друга.

Значения средних (11), (12) устанавливаются практически мгновенно- 
после прихода звука в точку наблюдения. По в звуковом поле имеют место 
также источники тепла п завихренности, которые со временем приводят 
к нагреванию среды и образованию акустических течений. Изменения 
параметров среды от источников малы по сравнению со значениями сред­
них, если через заданную точку прошло менее 0(fpTl) (/ — частота) пе­
риодов волны. Поэтому формулы (If) ,  (12) «в чистом виде» справедливы 
либо для не слишком длинных радиоимпульсов либо па небольших вре­
менах от момента прихода излучения в точку. На больших временных 
масштабах задача о средних, по-видимому, пе имеет универсального ре­
шения.

1. Borgnis F. К. Acoustic radiation pressure of plane compressional waves//Rev. Mod.
Phys. 1953. V. 25. № 3. P. 653-664.

2. Андреев H. И. О некоторых величинах второго порядка в акустике // Лкуст. жури. 
1955. Т. 1. Л® 1. С. 3-11.

о ( 11)

( 12)

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

509'



■3. Гольдберг 3. А. Давление звука. Мощные ультразвуковые поля/Под ред.
Л. Д. Розенберга. М.: Наука, 1968. С. 50-86.

4. Bcissner К. On the time-average acoustic pressure/ / Acustica. 1985. V. 57. № 1. 
P. 1-4.

■5. Ландау Л. Д., Лифшиц E. M. Гидродинамика. M.: Наука. 1986. 736 c.
6. Бахвалов II. С., Жилейкин Я. M., Заболотская E. А. Нелинейная теория звуко­

вых пучков. М.: Наука, 1982. 176 с.
7. Лапидус Ю. Р., Руденко О. В. Новые приближения и результаты теории нели­

нейных акустических пучков // Акуст. журн. 1984. Т. 30. № 6 . С. 797-802.
8 . Заболотская Е. А., Хохлов Р. В. Квазинлоские волны в нелинейной акустике 

ограниченных пучков // Акуст. журн. 1969. Т. 15. № 1. С. 40-47.
9. Руденко О. В., Солуяи С. //. Теоретические основы нелинейной акустики. М.: 

Наука, 1975. 287 с.
10. Макаров С. II., Хамзина Б. С. Определение средних параметров звука в задаче 

Ирншоу на основе нелинейной теории/ / Акуст. журн. 1989. Т. 35. № 2. С. 308- 
312.

11. Макаров С. II., Хамзина Б. С. Эволюция гармонического сигнала в газодинами­
ческом приближении теории плоских волн конечной амплитуды // Акуст. журн. 
1988. Т. 34. № 1. С. 135-139.

Ленинградский государственный Поступила в редакцию
университет 30.03.89

S. N. M a k a r o v

APPLICATION OF EQUATIONS OF BOUNDED BEAMS NONLINE Alt 
ACOUSTICS FOR MEAN VALUES CALCULATIONS

A set of simultaneous equations of sound beam nonlinear acoustics in the second 
approximation is obtained. Other than Khokhlov — Zabolotskaya equation the obtained 
one includes expressions for a redundant density and a velocity vortex. In particular, 
«the set of equations may be used for solving the problem of time average acoustic 
parameters calculations.
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