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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ АКУСТИЧЕСКИХ НОЛЕЙ
В НЕОДНОРОДНЫХ ОБЛАСТЯХ

Рассматривается задача численного моделирования волновых про
цессов в неодыордных областях, заполненных средами с потерями. Для 
расчета полей, описываемых параболическим волновым уравнением, 
предложены разностные схемы второго и повышенного порядка точ
ности. Доказана абсолютная устойчивость разностных задач и проиллю
стрирована их эффективность на численных примерах.

Решение задач моделирования распространения акустической энер
гии в неоднородных областях приводит к необходимости разработки 
эффективных методов решения краевых задач для эллиптических и 
параболических волновых уравнений [1—9]. Широкое применение при 
моделировании акустических нолей получили численные методы с 
использованием разностных схем второго порядка точности. Однако н 
целях повышения эффективности вычислительного процесса представ
ляет интерес вопрос разработки и исследования разностных схем повы
шенного порядка аппроксимации. Такие схемы позволяют получить 
решение с заданной точностью на более грубой сетке и, кроме того, 
меньше искажают фазу, поскольку имеют дисперсиониость значитель
но .меньшую, чем схемы второго порядка.

В дайной работе для решения волнового параболического уравне
ния в неоднородных областях предлагается двухслойная разностная 
схема с весами, которая в зависимости от значения параметра аппрокси
мирует дифференциальную задачу со вторым или повышенным поряд
ком точности. Показана устойчивость этих схем и проиллюстрирована их 
эффективность на численном примере.

Рассмотрим в области G = {r> r0, 0< z< L),  где (г, z) — цилиндрические 
координаты, следующую краевую задачу:

2ik0 +  к02 (и2 (г, л) - 1 -Hv (г, z)) и = 0, (1 )
dr dz2

ii(r0, z ) = u 0(z), u0(r, 0) =u(r, L )=  0. (2)
Здесь / — мнимая единица, и0(z) — заданная функция, n(r, z)=cjc{r, z) — 
коэффициент преломления, с (г, z) — скорость звука (с0 — ее значение в 
точке излучения), к0=(о/с0 — волновое число, о —частота, v(r, z) — коэф
фициент объемного поглощения.

Задача (1), (2) является базовой при определении акустического да
вления /?(г, z), создаваемого точечным гармоническим источником в точке 
с координатами (0, za). Это давление удовлетворяет приведенному урав
нению Гельмгольца Дp+k02n2(r, z)p= 0 и при /с0г>1 представляется, сле
дуя [2], в виде p(r, z)= H 0{i)(k0r)ii(r, z), где 7/0<1)(•) — функция Ханкеля 
первого рода пулевого порядка. Отметим, что область эффективного ис
пользования уравнения ( 1 ) для описания распространяющейся акустиче
ской энергии ограничена углами распространения к горизонтали, не пре
вышающими 10°.

Для численного решения задачи (1), (2) введем в G сетку й= Й хХС}л, 
£2т={г==г„=Го+гст, п = 1, 2 ,...,} , Qh={z=zh=kh, к = 1, N - 1, h=L/N}. На 
сетке Q задаче ( 1 ), (2) поставим в соответствие разностную схему с
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весами

2ik0vr+A(ov+  (1 —о) v) + ф = 0 ,
(3)

v°=u0(z), y(r, 0)= y (r , L )=  0,
где о — параметр, ф — подлежит определению из условия аппроксимации 
и введены обозначения согласно [10]:

v=vKn=v{rn, zA), vn=v(rn> z ), v=v{rn+1, z),

Уг= (v—v ) /  t, yi*= (y^+i—2i;*n+iv-,) /h2=Av.

Пусть г|)(r, z )= A (o u + (l—o)u )-f2iA;oUr+(p — погрешность аппрокси
мации схемы (3) па решении дифференциальной задачи (1), (2). Поль
зуясь разложением в ряд Тейлора в окрестности точки (rn+0f5, zA), мож
но показать, что

0 (т2+/г2) при ф=bv, а = 1/ 2,
_  h2 _  

0 (т 2+Л;) при i[)=bv + —  Abu,
1Z

где ft(r, z )= k02(n2(r4 z )— l+ iv(r, z)),  и для любой сеточной функции 
/(г, z) обозначено /=/(/•„+<>,5, 2 ). При вычислениях можно, например, 
пользоваться одной из формул

bv=(bv+bv)l2, bv=b(v+v)/2.
Таким образом, задаче (1), (2) поставим в соответствие двухслой

ные разностные схемы второго и повышенного порядка аппроксимации 
соответственно:

(2ikoE+0$T(bE+A))vr+Av+1)v=Q, v°=u0{z), (4)

(2г*оЕ + т0Л+О,5 т( ЪЕ +  ^  AQ ) )»,+Av+bv +  AQv=О,
12

V°=U0(z),
(5)

Здесь Е — единичный оператор, Л — определен на множестве сеточных 
функций, обращающихся в нуль при z= 0, z=L\ Qv=bv.

Перейдем к вопросу устойчивости разностных схем (4), (5) по на
чальным данным. Для этого введем гильбертово пространство Н коми- 
лекснозначпых функций, заданных на Qh и равных нулю при z= 0 , z=L.

Пусть (и, у )=  ^  hvy> ||i>|| =  V(i;, и) — соответственно скалярное ПрОИЗВе-
геП,,

дение и норма в Я, черта означает комплексное сопряжение.
Будем исследовать устойчивость в энергетическом пространстве H d ,

л  л

т. с. схема устойчива, если (Du, и), где D — некоторый самосоп
ряженный неотрицательный оператор.

Рассмотрим сначала уравнение (4), которое перепишем в виде

Bvr+ A v= 0 (6)

с операторами В=2;/с0£+0,5т(Л +й£), Л=А+ЪЕ. Так как Im(A) =  
=  {А— A")/(2t) =  v(r, z)E , то Im (A )> 0 и, следовательно, оператор А "1 
существует. Поэтому из (6 ) следует

Виг+/Ti>=0, (7)

где B=2ik0A - i+0,5xE1 Л=Е.

626



Оператор А  самосопряжен и положительно определен. Это свойство 
позволяет воспользоваться необходимым и достаточным условием устой
чивости схемы (7) в Н а [10]:

Re В > 0,5хА, Re 5= 0 ,5  (5+5*). (8 )
С учетом выражений Re5 = 0 ,5x5—2к0 1 т (Л “‘), 1т(А~') =  (А~'—А*~') I (2i) 
операторное неравенство (8) принимает вид — 2к0 Im(i4-1) > 0 , которое 
выполняется. Действительно, используя замену w=A~iv, имеем

( ( I mA~')v, н )= —0,5i[(w, Aw) —(Aw, w)] =
= —1ш(Лн;, w ).

Таким образом, доказана
Теорема 1. Разностная схема (4) безусловно устойчива по началь

ным данным.
Рассмотрим разностную схему повышенного порядка точности (5), 

которую запишем в канонической форме:
Bvr+ A v= 0, v°=u0(z) (9)

с несамосопряженными операторами

Л = Л +  ( е  +  А )(?, S = 0 ,5 t4+ 2 ;/c„( Е +  ~  л ) .

Для этой схемы получим условие устойчивости, исходя из требования 
выполнения операторного неравенства £"8'< В , означающего, что нор-

л

ма оператора перехода S  в уравнении v= (E —xB~'A)v=Sv  не превосхо
дит единицы.

После преобразований неравенство S ' S ^ E  принимает вид
АВ'+ВАв> х А А \  (10)

Если учесть, что
К2

4Я *= 0,5тЛ 4*-2*М Д  D=E  +  —  Л,
1 Z

.BAm—Q$xAA'+2ikJ)A\  
то из (10) следует 4/с0 lm(AD)>0.

Принимая во внимание перестановочность операторов Л и D, по
следнее неравенство может быть записано в виде 4k0D(lmT>E)DPQ. 
Это неравенство выполняется, так как D>0, Im 5> 0 . В результате по
лучим, что 

Теорема Z.
1. Тем самым доказана

Разностная схема (5) является безусловно устойчивой 
по начальным данным.

Рассмотрим задачу отыскания акустического поля в неоднородной 
области с переменной плотностью р(г, г), где р(г, z) — заданная функ
ция. В этом случае акустическое давление описывается уравнением

- сpdivl  —  grad р
ы

0>
c(r,z) ) \ - 0 ,

которое с помощью замены v=p/Vр преобразуется в уравнение Гельм
гольца

ДИ-А02и2(г, 2) 17=0 (1 1 )
с коэффициентом преломления вида

TV
'c (r .z )  '

1 f Ар 3 ^ |  grad p I
2 /co" L p P

Полагая в (11) v=H0(i) (k0r)u(r, z) и используя стандартную методи
ку, приходим к параболическому волновому уравнению для неоднород

ен?
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Зависимость интенсивности поля от расстояния: 
1 -  подсчитанная по схеме (4); 2 — по схеме (5);

3 -  точное решение

ной по плотности среды:

+  к02 (п2 (г, z) —1+iv (г, z ) ) ц = 0.

Это уравнение отличается от уравнения (1) только выражением для 
коэффициента преломлепия.

Таким образом, разностные схемы (4), (5) могут быть также исполь
зованы и для расчета акустических полей в неоднородных по плот
ности средах.

Представляет интерес сравнение эффективности разностных схем
(4), (5) с помощью численного эксперимента. В качестве модельного 
примера рассмотрим краевую задачу для уравнения Гельмгольца в 
однородной области, имеющую точное решение. В этом случае решение 
уравнения Гельмгольца, удовлетворяющее нулевым граничным условиям 
при z= 0, z=L,  представимо в виде суммы нормальных мод [1 ]:

где М  — количество учитываемых распространяющихся мод, q)m (z) =  
= s in (mnz/L), 1т=Ук02- ( т л ! Ь ) 2. При am=i s\n{mnzJL) выражение (12) 
определяет с точностью до постоянного сомножителя поле точечного гар
монического источника с координатами в точке (0, zs) .

Некоторые результаты численных экспериментов при £=300 м, (о= 
=200я Гц, ze=200 м, г0=5000 м, &0=0,4139, u0(z)=pM(r0, z)/H0{i)(kQr0) 
представлены в виде графиков, иллюстрирующих зависимость интенсив
ности поля 10 log | /> |2 от расстояния на фиксированной глубине.

На рисунке показана зависимость интенсивности поля на глубине 90 м, 
подсчитанная при h= 15 м, т=22,5225 м и М = 5, что соответствует мак
симальному углу распространения 7,3°. При реализации (4), (5) исполь
зован метод прогонки.

Анализ результатов показывает, что разностная схема повышенного 
порядка точности имеет значительное преимущество по сравнению со схе
мой (4). Особенно отчетливо это преимущество проявляется на грубой 
сетке по вертикальному направлению, что особенно важно, так как коли
чество узлов по глубине существенно влияет на время вычислений. Для 
сравнения отметим, что максимальная относительная погрешность прибли
женного решения по схеме (5) не превосходит 2%. Представление о по
ведении относительной погрешности решения по схеме (4) можно соста
вить непосредственно из графика. Легко видеть, что в этом случае погреш
ность решения из-за сдвига фазы растет по мере продвижения по трассе 
и ее максимальное значение составляет около 20%.

м

( 12)

L
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A . V .  G l a d k i i

NUMERICAL SIMULATION OF ACOUSTIC FIELDS 
IN INHOMOGENEOUS DOMAINS

The problem of a numerical simulation of acoustic processes in inhomogeneous do
mains is considered. Second and high orders implicit difference schemes for a solution 
of wave parabolic equations are suggested. Absolute stability of difference schemes ia 
proved and results of numerical experiments are presented.
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