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О НЕКОТОРЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ ОДНОМЕРНОЙ 
ЗАДАЧИ РАССЕЯНИЯ ВРЕМЕННЫХ ИМПУЛЬСОВ

Рассматривается одномерная задача о рассеянии временных им
пульсов на неоднородном слое. Она может быть сформулирована как в 
виде краевой задачи для волнового уравнения, так и в виде задачи Коши 
для уравнений метода погружения. Найдено условие, при котором соот
ветствующие уравнения приводятся к уравнениям с постоянными коэф
фициентами и легко решаются. Показано, что в случае, когда профиль 
скорости звука в слое есть парабола вида C(z) = (Bz+D)2, решение вы
ражается через элементарные функции. Проанализировано поведение 
обратно рассеянного поля в этом случае.

В связи с широким использованием импульсного излучения на прак
тике значительный интерес представляет исследование распростране
ния временных импульсов в неоднородных средах. При этом привле
кают внимание как прямые задачи (нахождение поля внутри среды 
и рассеянного средой поля по ее известным параметрам), так и обрат
ные (определение параметров среды по рассеянному полю) [1, 2]. В на
стоящей работе рассматриваются возможности аналитического решения 
одномерной прямой задачи рассеяния временного импульса, имеющего- 
форму функции Грина однородного пространства, на слое стационарной 
неоднородной среды.

Пусть имеется слой L 0< z < L  с профилем скорости звука C(z);  
вне его среда однородна со скоростями распространения Сi (z<L0) 
и Сг (z > L ). Справа из области z>L  на слой падает плоская волна вида 
0(£— \z—Ь\1С2). Внутри неоднородного слоя волновое поле удовлетво
ряет задаче [3]

Нас интересует функция u(L, t ), описывающая обратно рассеянное- 
поле. Можно показать [2], что она удовлетворяет задаче Коши для 
интегродифференциального уравнения

НА СЛОЕ НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЫ

( 1)

u(L, t)=Q(t)WL(t),

( 2 )
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Формулировка (2) имеет по сравнению с (1) известное преимущество 
задач Коши перед краевыми и, кроме того, позволяет получать тре
буемую функцию u(L, t) непосредственно, минуя процедуру нахождения 
поля внутри среды. Перейдем в (1) и (2) к безразмерным коорди
натам

1  M L .

в которых u{z, t ) ^ U { x ,  т), ¥*.(<) C{z) = с(х ), а ноодиород-
ный слой лежит в пределах 0< я < 1 . При этом задача (1 ) для функции
F(z, т)=У с(0)с_10*ОЩ£, т) запишется в следующей форме:

j b v M ~ T ? v  { х’т)+4  (* '{ х )  ~ 4 ю '{ х ) ) v  (х> г ) =о>

( 2 д
+ J~) t ) | x - l  =  -

К {  1)
F (1 ,t)+ 2  ] / с(0)

б(т),

=  У(0 ,т ),
( 3)

с(х) дх д х 1 ч~’ 4 с (1 ) 2 ^  с ^
I  c t  д

* с(х) дх д х 1 ’ с(0)
где К ( х ) = с  (х ) /с (х ) . Очевидно, что поиск аналитических решений зада
чи (3) наиболее прост, когда выполняется условие

* ' ( * ) - у *  (*) 2^4=const. (4)

Данное условие можно получить и при анализе задачи (2) в переменных 
(х , х ) , перейдя в область изображений Лапласа. В этом случае получается 
уравнение Риккати

«Ф*00( 1 ___^ L ) (

-2(*Ф,(*)- 2С(Х)

2с (ж)

Ф.(»)

С (х) +С2
1 2С,
s С ,+С ,’

)■

с (о;) +С2

(5)

которое подстановкой Ф,(«)=4с(а:) [2«(с(ж) — Сг)+Сг(К{х)+НS{s))\~l 
приводится к уравнению

А
dx 2 '  ' \ “  2

с(0)

Н А » ) ----- J  н - 2 00 +2sHx(«) -  ( К ’  ( х )  - i -  Я2 (*)) ,

я . ( s )= 2s( 1 +
Ci

)-K( 0) .

В случае (4) оно представляет собой уравнение с постоянными коэффи
циентами и легко решается. Окончательно для 4>*(s) имеем

Ф*-»(«) =
2 -F.00РА») _________

РА») («+г(Л -2я)) [!+ /(« ) ( F ,( s ) - 1 )]  ’ ( 6)

где

г,;,)- I *-'*?• У <га. ft.) -  s- ’'» +2“>5+р(Я-Ь26) $+г(А,—2а)

р=С ,/с( 0), г=С2/с (1 ), а = -Я (1 )/4 ,
6 = -ff(0 )/4 .
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Разлагая выражение (6) путем деления в ряд и переходя в область 
оригиналов, можно получить решение ФДт),  однако для произвольных А, 
что соответствует параболическому профилю C(z) =C(L)  { [1— С  (L) • 
•С~'(Ь) (L—z)/2]2—АТ~гС~2(Ь) (L—z)2}, оно довольно громоздко. Гораздо 
проще решение выглядит в двух случаях: когда К(х)=УА , и профиль 
C(z) — линейная функция, и когда Л=0,  а профиль С (z) — парабола част
ного вида. Случай линейного профиля в задаче о падении па слой среды 
е согласованными границами (р = 1 , г = 1 ) дельта-импульса рассмотрен в 
работе [4], где получено решение в виде ряда, содержащего свертки функ
ций Бесселя. При А =  0 вид поля наиболее прост и пригоден для анализа:

<х>

Ф ,(т)-(1+Я,)[е-Ч - 2 ,Ф*(т-2А)0(х-2А )], (7)
ft—1

где л

ф*(т) =7?ik (1+Д,)*Дг *,
i=0

e
См ( г ) = £ с Д - Д ^ ' - 3(1 - Д г) 32 ^ е-

j=0 R

GM (t) = -  X i  C J i -R t )  (1 -R*)1
i=o

а3р‘ di+1~' IГ  ea' - e - pt I
Л С-1)! do.’ cZB—1 1- а+ р  J

R i = ( p - i ) l ( p + l ) , R 2 =  (1—r) / (1+r), a= (1-Д2)а,
P = ( l + i ? i ) £ ,  ( г г — w ) !

Очевидно, что решепие (7) имеет структуру, соответствующую после
довательному приходу к границе x = l  (z = L ) в моменты т= 2 к  фронта
0-импульса с амплитудой Rik{—  R2)h~i ( i — Д22), многократно переотражае- 
мого границами слоя. Причем в интервале поведение поля
V t W 3 ®i (t ) не зависит от характеристик границы z= L 0. Из (6) следует, 
что функция ФДт) имеет стационарный уровень

и ф п  2р ( 1+ 2Ь) _  2Cj
“  1 Т p ( l+ 2fe)+ r(l—2a) Ct+C2 ’

не зависящий от неоднородностей среды. Это свойство носит общий харак
тер, что нетрудно установить, анализируя уравнение (2) при t ->-°°. Выход 
на уровень <Pi(°°) происходит по закону <D,(t)~<Di (~ )+Л (*р) W M ] - ' -  
'exp(spT) (R esp< 0 ), где sp — полюс функции Ф4($), имеющий наиболь
шую реальную часть. В дальнейшем будут использоваться два термина: 
отражение и рассеяние импульса. Под ними мы соответственно понимаем 
взаимодействие импульса либо с разрывом профиля C(z) на границах и 
внутри среды, либо с непрерывным профилем C(z), имеющим, возможно, 
разрывы какой-либо производной.

На рис. 1 представлено поведение решения (7) при различных пара
метрах профиля C(z) и границы z= L Q. Для упрощения анализа грани
ца L  считается далее согласованной, т. е. С(Ь)=С2 (г=1). Остановимся 
на следующих особенностях. Как показывают кривые 2, 3, 4, если грани
ца Ь0 согласована (р= 1 ), то решение Фt (х) есть непрерывная функция. 
В момент т= 2  наблюдается лишь разрыв производной дФ1(х)/дх, связан
ный с рассеянием фронта падающего импульса на границе Ь0, где имеет
ся скачок dC(z)/dz. Для случая несогласованной границы L 0 характерно 
наличие в решении в момент т= 2  скачка с амплитудой Ri, что согласуется 
с результатом работы [2] и объясняется приходом к границе L  фронта 
импульса, отраженного от границы L0. При т> 2  (рФ 1) поведение поля



ФХт)
3 M t ,  Г)

Рис. 1 Рис. 2
Рис. 1. Зависимости от времени ноля на границе z=L  (я=1) для профиля C(z) =

отражающих свойств границы z= L 0 (я=0). Кривые: 1 -  р=  1, C(L0) =  \21; 2 -  р= 0,1,

Рис. 2. Зависимость от времени поля £/(1,т) =  0(т)[Ф 1(т)-Ф 1(т-Д)] для профиля

C(z)=C(L) . Кривые: 1 -  р — 1, C,(L0) =  121t Д=3; 2  -

р=10, C(Z/0) =0,1, Л=0,2. Везде С(£) =  1

на границе L носит непрерывный характер аналогично ситуации с р = 1, 
поскольку на согласованной границе L происходит рассеяние (фронта им
пульса. Нетрудно заметить, что в случае р= 1 поле <Di(t) весьма быстро 
выходит на стационарный уровень. Лишь в случае очень круто возрастаю
щего от границы L  профиля C(z) (кривая 1) этот выход затягивается 
(ResP->-0), и для т> 2  наблюдаются переходные процессы осцилляцион- 
ного характера, обусловленные эффективным многократным рассеянием 
импульса па существенных скачках dC(z)ldz при z= L J L0. Стационарный 
уровень Ф,(<»)^2 кривой 1 свидетельствует о почти полном рассеяпии 
импульса слоем.

В случае рФ 1 обращает на себя внимание факт значительного влия
ния границы L0 на поведение ноля Ф ^т). Для возрастающих от границы L 
профилей C(z) и не слишком малых р это влияние проявляется главным 
образом в изменении уровня Ф,(°°) (кривая 2). При р-^0 и увеличении 
крутизны профиля C(z) выход на стационарный уровень затягивается и 
ф,(оо)->-0. В частном случае абсолютно «мягкой» границы L0(p=0) при 
т> 2  паблюдается постепенное спадание поля до нуля (кривая 7). В этом 
же случае с уменьшением крутизны профиля, а следовательно, и величи
ны скачка dC{z)ldz в точке z=L  установление стационарного уровня 
происходит быстрее. Для убывающих от границы L  профилей C(z) (кри
вые 5, 6) ситуация аналогична в случае больших р. При этом уровень 
Ф,(«>) стремится к значению 2, и осцилляции ярче выражены.

Решение задачи (1), представляющее собой функцию Грина, легко 
обобщается на случай рассеяния волны общего вида It(z+C2t). Для этого 
необходимо вычислить свертку найденной функции u(L, t) с функцией 
2C2dR(L+C>t)ldt, описывающей распределение создаваемых приходящим 
импульсом источников [3] на границе z=L.  Простейшим примером явля
ется падение импульса конечной длительности Q(l) —0(t—&), для кото
рого и ( Ц  t )= 0 ( t ) [ xVL(t)—xVL(t-&)]  (см. рис. 2). Легко получить реше
ние U(L, t) и при падении на слой дельта-импульса: й (L, t)=da(L, t)/dt.

Как видно из волнового уравнения (3), аналитические решения могут 
быть найдены и для поля внутри неоднородного слоя среды при указан
ных профилях C(z). Оказывается, что утверждение о независимости зиа-

цри различных значениях его параметров и
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чения стационарного уровня от неоднородностей среды справедливо и для 
функции n{z, i), а само значение для любой точки наблюдения L0< z < L  
дается, как и ранее, выражением (8).

Полученные решения и их анализ представляют не только самостоя
тельный интерес, но и открывают возможности построения эффективных 
численных алгоритмов решения задачи (2) для произвольного вида зави
симостей C(z). В основе таких алгоритмов лежит идея аппроксимации 
профиля C(z) кусочно-непрерывной параболой (или линейной функцией) 
и послойном интегрировании причинного уравнения (2).

Авторы признательны В. И. Кляцкину за внимание к работе и полез
ные обсуждения.
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ON SOME ANALYTICAL SOLUTIONS OF AN ONE-DIMENSIONAL 
PROBLEM OF A PULSE SCATTERING ON AN INHOMOGENEOUS

LAYER

An one-dimensional problem of a pulse scattering on a stationary inhomogeneous 
layer is considered. Two equivalent formulations of this problem are represented. The 
first is a boundary value problem for a wave equation and the second is an initial va
lue problem for an equation of the imbedding method. A condition, under which these 
equations can be reduced to ones with constant coefficients, is found. It is shown, that 
the solution is expressed in terms of elementary functions when a sound speed depends 
on a depth as c{z) =  (Bz+D)2. A backscattering field in this case is analysed.
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