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ГЕНЕРАЦИЯ ВИХРЕВОЙ И ВТОРОЙ ЗВУКОВОЙ МОДЫ 
В ПИЛООБРАЗНОЙ КВАЗИПЛОСКОЙ ВОЛНЕ

Показано, что в ограниченном звуковом пучке не могут существо­
вать отраженные от разрывов волны давления, бегущие к источнику. . 
Такая ситуация качественно отличается от плоской задачи. При нали­
чии дифракции возникает только вихревая мода, приводящая к акусти­
ческому течению.

Необратимые процессы в ноле плоской пилообразной волны вызывают 
нагрев среды и одновременно возбуждение второй звуковой моды или 
отраженных от разрывов волн, бегущих к источнику (см. [1, 2]). Эле­
ментарная отраженная волна имеет третий порядок малости относитель­
но амплитуды скачка. Теория таких волн изложена в [2]; в [3, 4] ука­
зано обобщение на случай конечных чисел Рейнольдса. Учет отраженных 
от разрывов волн необходим при вычислении средних величин в пилооб­
разной плоской волне (4]. В работе [5] предложено использовать отра­
женные волны как средство диагностики среды.

Ниже исследована генерация второй звуковой моды в поле мощного 
ограниченного пучка. Последний описывается в рамках метода медленно 
меняющегося профиля для квазиплоских воли [6]. Результат расчетов 
весьма неожиданный: при любом, даже сколь угодно малом влиянии ди­
фракции, отраженные от разрывов волны давления не существуют. 
А именно в результате необратимых процессов за фронтом криволиней­
ных ударных волн наряду с тепловой возбуждается не вихревая и зву­
ковая, а только вихревая мода, которая со временем трансформируется 
в акустическое течение.

В этом смысле плоский (одномерный) случай, по-видимому, является 
исключением. Существование вихревой волны здесь невозможно, и необ­
ратимое приращение импульса среды всегда вызывает волну давления, 
бегущую к источнику.

Схема рассуждений, использованная в статье, состоит в следующем. 
Сначала вычисляются элементарные приращения завихренности и инва­
рианта Римана в точке после прохождения одного периода волны. Рас­
смотрен случай конечных чисел Рейнольдса. Вихревое поле считается 
соленоидальным, а отраженная звуковая волна — потенциальной. В ре­
зультате система уравнений для амплитуд двух новых мод будет замк­
нутой. Ее решение и доказывает отсутствие отраженных волн давления.

Рассмотрим осесимметричный пучок с компонентами колебательной 
скорости v и iv в цилиндрических координатах х, г. Асимптотические 
условия метода медленно меняющегося профиля в системе координат бе­
гущего времени т= t—x/c0y х , г имеют вид

л л
— = 0(1); — , v , p  ',6=000;
ОТ ох

= 0(ц'А), н>«0( |i*), дг
где р '— избыточная плотность, ц —малый параметр (амплитуда волны), 
b — диссипативный коэффициент (см. [2]).
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Определим приращение угловой компоненты вихря скорости сd=wx—vr 
после прохождения одного периода волны. Для этого запишем гидроди­
намическое уравнение вихря в Сжимаемой политропной жидкости, сле­
дующее из уравнений Навье — Стокса,

G)/ +  (V*<Ov) n ( v - Р " ‘ V(0 +
( - ) ) =4 rp / г /

(1 + УзП) [ V (liV vX Vр] (Ф( -  [ V * X V р] (Ф).
Р' Cv Р

Здесь v=(v, Wj 0) — вектор скорости, Ч =  (д/дх, д/дг, 0) — оператор гра­
диента, а  — термический коэффициент объемного расширения, Рт— изо­
термический модуль упругости, |  и т) — объемная и сдвиговая вязкости. 
В правую часть уравнения подставлены отличные от нуля угловые ком­
поненты векторных произведений. Используем выражение s = —(ах/ 
/poCp)divv [2] для обратимого изменения энтропии,индуцированного зву­
ковой волной в теплопроводной жидкости с коэффициентом теплопровод­
ности у.. Уравнение (2) принимает вид

о)/ + ( V-(ov) — T] (v p_1Vo)+( — ) =  —-[V  divvXVp]^). (3)
x x rp V  p

Перейдем в (3) к координатам т, х, г, подставим условия (1) и сохра­
ним малые главного порядка. В левой части (3) малой главного порядка 
будет первый член или величина (от. В правую часть подставим выражение 
р ' = р 0у/ с,>+0(ц2) ,  верное для квазиплоских волн, и отбросим все члены с 
радиальной скоростью как малые более высокого порядка. Получим

Отсюда, интегрируя по т, найдем необратимое приращение завихренности 1 
о)а в точке с координатами х , г после прохождения одного периода волны

С0а=0)(т=1//)- (о (т= 0)=  —(^х2) г, (5)
/  Ро С о "

где / —частота звука; черта наверху означает среднее по периоду. В рам­
ках асимптотических условий (1) приращение завихренности (5) имеет 
величину 0 (\1 /г).

Выражение (5) описывает возникновение тороидальных вихрей, на­
саженных на ось пучка. С течением времени их интенсивность увеличива­
ется и образуется акустическое течение. Для хорошо коллимированного 
лучка производная по г мала всюду, кроме его границы. В результате 
последние вырождаются в вихревые кольца, которые в совокупности об­
разуют вихревую пелену в виде трубы; внутри нее и течет жидкость.

В пределе Ь-*-0 величина bvx2y пропорциональная необратимому при­
ращению энтропии, стремится к кубу скачка скорости [3], а сама форму­
ла (5) определяет скачок завихренности за фронтом квазинлоской слабой 
ударной волны

7+1 д[иу  
\2с} дг~

Тот же результат следует из общего выражения для скачка завихренности 
в газовой динамике [1 1 ].

1 Понятие источников завихренности тесно связано с понятием гидродинами­
ческой силы, действующей на жидкость в звуковом поле (см. [7]). Например, для 
каждого из определений силы F, приведенных в работах [2, 8-10], rot<pF=p0/G)a по 
крайней мере в малых главного порядка.
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Теперь вычислим необратимое приращение инварианта Римана (см.
[I])

2  ,  ч РV ------ - (с —Со) ~  v --------
7 - 1  роСо

( 7 )

на периоде. Для этого используем осевую проекцию уравнения импульсов. 
Перейдем здесь к координатам т, .г, г, проинтегрируем по периоду волны 
и сохраним в рамках условии (1) малые третьего порядка. Диссипатив­
ные члены Г)игг+циг1г в уравнении импульсов не влияют на результат, так 
как после усреднения являются малыми более высокого порядка. При 
этом достаточно использовать условие £=О +0(рг), которое является след­
ствием потенциальности звукового поля в членах главного порядка. Имеем

1
Va — ----- --- -  — (p/ t̂ +  V2po(^2)

роСо ро/
р*), (8)

где va и ра — приращения осевой скорости и давления.
Первое слагаемое правой части (8 ) находим, домножая уравнение не­

разрывности на v и усредняя по периоду

pV=72po(^2)*+pot> div± w . (9)
Здесь div±=dldr+\ir. Для ограниченного пучка нет перепада среднего дав­
ления при переходе через границу, т. е. //= O + 0 (jr)-  Поэтому др'/дх= 
= 0 ( р 4) и последнее слагаемое правой части (8 ) можно опустить. Далее, 
если взять уравнение Хохлова — Заболотской в диссипативной среде в 
форме [12]

е b
vx----- г- vv* +  7 2 div_L w — т---- — ^тт=0,

с о 2роС0'

дом пожить его на v и усреднить но периоду, получим

(i>2)x +  v div_L w = —
b

PqCo
vx\ ( 10)

Подстановка (9), (10) в (8) дает окончательное выражение

Ра 1 Ь •
Va--------- =  "7--------- ГРоСо /  Ро̂ о

( i d

подобное формуле (5).
Зависимость (11) справедлива при любом уравнении состояния: ее 

правая часть не содержит множителя с параметром 7 . В плоской задаче 
аналогичный результат следует из (9) [4] с учетом равенства ра=с02ра в 
случае баротропнои среды или /VjC0’pa+ ( 7—1 )ро?’о$г для совершенного 
газа. Величина sr=j~l (blp0Co2T0) vx2 равна необратимому приращению 
энтропии на периоде. При этом перед членом правой части (11) появля­
ется множитель (7+ 1)/8 для баротропной или (5—3^)/8 — для политроп- 
нон среды.

Приращения инварианта Римана для безграничной плоской волны и 
ограниченного пучка отличаются постоянным множителем, т. е. предель­
ный переход при радиусе пучка, стремящемся в бесконечность, в рамках 
сделанных допущений невозможен. Это связано с использованием условия 
/ / = 0  для избыточного давлепия. IIо-видимому, для очень широких пуч­
ков данное условие нуждается в некотором уточнении.

Для удобства последующих вычислений введем приращение тепла 
(/a=T0sr на периоде. Представим необратимое приращение вектора скоро­
сти va=(t?a, iva, 0) в виде суммы соленоидальной vc и потенциальной \ 3 
составляющих. Первая характеризует вихревую, вторая -  звуковую модьт.
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Согласно (о) для вихревой волны, генерируемой одним периодом, спра­
ведливы уравнения

rot, vc =  -  —  (]а, div vc= 0. ( 12)
Со or

Поведение индуцированной вихревой волны в осевом и радиальном на­
правлениях также описывается асимптотическими условиями д/дх=0{\у)у 
д]дг=0(fxVl). Решение уравнений (12) в малых главного порядка имеет 
вид V

Я* 1 f , 0 Д / /4QVvc =  — , wс= -------J г —  qQ dr . (lo)
Со с0г я ox

Величина wc обращается в нуль на оси пучка и при г-*•<».
В отраженной звуковой волне, бегущей к источнику, ра= —poC0vs. Для 

однополярных волн это равенство справедливо только вблизи места ини­
циации; в дальнейшем следует использовать интеграл по сечению. Так 
как va= vc+vs, равенство (1 1 ) принимает вид

2 Va+Vc = —  . (14)
Со

Исключим отсюда вихревую составляющую скорости ис, подставив се зна­
чение (13). Получим

рв=0, /л*=0, (15)
т. е. амплитуда отраженной звуковой волны равна нулю, по крайней мере 
в малых главного (в данном случае — третьего) порядка. Первое условие 
(15) также означает, что все необратимые потери импульса преобразуют­
ся в вихревую моду. Вероятно, это энергетически более выгодно, чем вто­
ричная генерация звука.

В плоском (одномерном) случае отраженные волны имеют место не 
только при наличии разрывов, но и при чисто диссипативном поглощении
[4]. То же самое справедливо для акустических течений в поле ограничен­
ного пучка. Поэтому выводы работы можно сформулировать следующим 
образом.

Необратимые потери импульса в звуковом поле вызывают два различ­
ных явления в зависимости от геометрии задачи. В одномерном случае ото- 
отраженные волны давления, бегущие к источнику, в случае ограничен­
ного пучка — вихревые акустические течения. Детали предельного пере­
хода от одной ситуации к другой установить весьма сложно, однако ясно, 
что одномерное решение будет неустойчиво по отношению к малым про­
странственным искажениям.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Курант Г., Фридрихе К . Сверхзвуковое течение и ударные волны. М.: И з д - в О '  

ипостр. лит., 1950. 428 с.
2. Руденко О. В., Солуян С. / / .  Теоретические основы нелинейной акустики. М.: 

Наука, 1975. 288 с. '
3. Макаров С. Н., Хамзина В. С. Эволюция гармонического сигнала в газодинамиче­

ском приближении теории плоских волн конечной амплитуды //Акуст. жури. 
1988. Т. 34. № 1. С. 135-139.

4. Макаров С. Н., Хамзина В. С. Определение средних параметров звука в задаче 
Ирншоу на основе пелинейнон теории/ / Акуст. журн. 1989. Т. 35. № 2. С. 308- 
312.

5. Руденко О. В.. Солуян С. И. Самоотражение волны на разрывах как способ не­
линейной диагностики сред//Д окл. АН СССР. 1988. Т. 298. № 2. С. 361-362.

6. Заболотская Е. А., Хохлов Р. В. Квазиплоские волны в нелипейпой акустике- 
ограниченных пучков/ / Акуст. журн. 1969. Т. 15. № 1. С. 40-47.

7. Киборг В. Акустические течения/ / Физическая акустика. Т. 2. Б. М.: Мир, 1969. 
С. 302-377.

8. Гусев В. Э., Руденко О. В.  Нестационарные квазиодномерные акустические те­
чения в неограниченных объемах с учетом гидродинамической нелинейности // 
Акуст. журн. 1979. Т. 25. № 6. С. 875-881.

9. Ligthill М. J. Acoustic streaming //  J. Sound and Vibr. 1978. V. 61. № 3. P. 391-418.
10. Карабутов А. А., Руденко О. В., Сапожников О. А.  Теория тепловой самофокуси-

706



журн. foes'ет° 3 4 ИС° а ' П 50ЛаР*”ЛХ В0ЛН И акустических течений//Акуст. 
Н t  П ВзаиМ0ДейСтвпе УЛэриых волн с возмущениями. М.: Изд-во МГУ,
U. Лапидус Ю. Р., Руденко О. В. Новые приближения и результаты теории нели- 

неиных акустических пучков/ / Акуст. журн. 1984. Т. 30. № 6. С. 797-802.

Поступила в редакцию
31.05.89

Ленинградский государственный университет

S.ISi. M a k a r o v ,  A . Y u ,  N a z a r o v

GENERATION OF VORTEX AND SECOND SOUND MODES 
IN A SAW-TOOTHED QUASI-PLANE WAVE

It is shown, that in a bounded sound beam pressure waves reflected by breakages 
and propagating back to a source can not exist. Such situation is qualitatively different 
from one in a plane problem. In the presence of diffraction only vortex mode appears 
-and results in an acoustic flow.

5* 707


