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УЕДИНЕННАЯ ВОЛНА В ТОНКОМ СТЕРЖНЕ 
ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ

В работе получено уравнение, описывающее распространение пели-, 
нейных волн продольной деформации в стержне постоянной кривизны. 
Найдено его решение в виде уединенной стационарпой волпы с двумя 
симметрично расположенными фронтами.

Вопросам распространения нелинейных упругих волп в прямолипейных стерж­
нях посвящен ряд работ (см., например, [1, 2] и цитируемую там литературу). 
В работе [2] выведено нелинейное уравнение для волны продольной деформации в 
тонком стержне. Стационарные решения этого уравнения являются следствием ба­
ланса между квадратичной нелинейностью гидродинамического типа и дисперсией 
вида
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где с0 и ci -  скорости продольной и сдвиговой линейных волн, v=M X+2p)~1; я -  ра­
диус поперечного сечения стержня.

В том случае, если стержень не прямой, а изогнут в дугу радиуса Я, дисперсион­
ное уравнение (1) следует дополнить еще одним членом [31

v2a2 с02
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Добавка к уравнению (1). обусловленная кривизной стержня, в ряде случаев (на­
пример, когда а к с  1 или АЯ«1) может оказаться определяющей. Поэтому в длинно­
волновом приближении имеет смысл ограничиться дисперсией Клейна -  Гордона

со2
о)2= с 02А2 + ----- . (2)

Я2 '
Восстановив но дисперсионному уравнению (2) линейную часть и добавив к ней 

нелинейный квадратичный член [2], получаем нелинейное уравнение Клейна -  
Гордона

с02 В
и ,  г -  СогВхх + —— и  =  --- (U2) хх, (3)
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описывающее распространение волн конечно]"! амплитуды в искривленном стержне. 
Здесь [i и р0 — коэффициент нелинейности и плотность материала, а гг — #-производ- 
ная (ось х  панравлена вдоль стержня) продольно!! компоненты вектора смещения, 
т. е. продольпая деформация. Следует отметить, что уравнение (3) было ранее 
получено в [4] для описания внутренних волн во вращающемся океане и впоследст­
вии использовалось в ряде работ применительно к волнам различной природы.

Цель работы -  нахождение стационарных решении в виде уединенных волн, т. е. 
решепий вида и=п(ц) (ц = х -Г /, V=  const — скорость волны), конечных при всех 
значениях ц и обращающихся в пуль вместе с производной vл при «>. После 
однократного интегрирования в классе стационарных решений нетрудно получить

1 1 v*-v3
—  К ) 2 ------------------------------------------------= 0 .

2 2Я2(1 —Т72/с02) (Зу—2)2

Здесь введена новая переменная v, связанная с и соотношением

V2 \  роС0

2 \  Со2 /

2

Р
V.

Постоянная иптегрировапия в (4) положена равной нулю согласно условию одновре­
менного обращения в нуль v и при
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Рис. 2. Профиль уединенной волны (9)

Уравнение (4) допускает наглядную механическую интерпретацию. Ото не что 
иное, как запись закона сохранения энергии при движении частицы единичной мас­
сы в потенциале

1 vz- v z
U(v)=  —

2Д2(1_у2/Со2) (3l,-2)2 '

При этом искомое решение уравнения в виде уединенной волны оказывается траек­
торией движения частицы с равной нулю полной энергией в потенциальной яме 
между двумя точками поворота t>=0 и v=  1 (см. рис. 1). Действительно, период та­
кого движения [4] ^

_  Г dv
п=12 J -----

* V-ff(p)

бесконечен, что соответствует следующей траектории частицы: выйдя в момент г\= 
=  -оо из точки i>=0, она через бесконечный промежуток «времени» достигнет точки 
17—1, после чего возвратится в исходное положение v=0 при п= + °°. Очевидно, эта 
траектория симметрична: y(-rj) = v(r\) (здесь и далее выбран отсчет координаты 
таким образом, что у(0) =  1); кроме того,

dv 

dr|

dv

dr\
sgn x\.

Привлечение механической аналогии позволило убедиться в существовании и 
-единственности бегущей уединенной волны, описываемой уравнением (3), и нало­
жить ограничение на ее скорость: V<c0 (в противном случае отсутствует потенци­
альная яма и связанное с ней финитное движение частицы).

Теперь определим профиль искомой уединенной волны. Заменив независимую 
переменную на

1 ^ / д Й  1 - - ^ - ,  (7)

представим уравнение (4) в более удобном для его решения виде

dv

dl
17-1

Проинтегрировав (8) с учетом (6), получаем решение:

eyi-H-ln
\ - i \ - v

< У< 1

£1 =
1+У1-У

2|о-ЗУ1—у—In
4—y i — v

|> § 0: 0<v<
44-У1-17

(8)

(9)
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где £о= 1  3 -ln  (2+> 3) “ 0,42. График функции е(£) представлен на рис. 2. В точках 
£ = ± £ о  функция принимает значение у = 2/ з ,  а ее производная, как это видно из 
уравнения (8), обращается в бесконечность (на наличие особенности у уединенного 
решения уравнения (3) было указано в [4]). Таким образом, волпа имеет два сим­
метрично расположенных вертикальных фронта. В окрестностях фронтов *;(£) име­
ется особенность вида

и [ l - s g n ( | 6 | -6 » ) ] / ^ IU I -u ] , (10)

которая, как это отчетливо видно из самой процедуры решения уравнения (3), явля­
ется следствием наличия высшей производной при нелинейном члене.

Разумеется, такая волна существует только в без диссипативных средах: при 
учете любого механизма поглощения энергии в среде, описываемого введением не­
четной производной в исходное уравнение, на ео фронтах будет происходить интен­
сивное энерговыделение, приводящее в копечном счете к распаду полны. Если же 
поглощение пренебрежимо мало, то волна (9) будет распространяться практически 
без изменения своей формы только в течение конечного промежутка времени, опре­
деляемого декрементом затухания возмущений в среде.

Несмотря на то, что профиль волпы (9) задан неявно, нетрудно установить ха­
рактер функциональной зависимости некоторых его участков. В окрестности верши­
ны волны ( |£ |с 1 .  1—е«:1) ее профиль гтараболичен ь’= 1 - £ 2. Спадающие на беско­
нечности хвосты волпы имеют ту же структуру, что и хвосты солитона Кортевега -  
де Фриза [5]

1
v =

ch2-
(|6|-26о-3)

Так же как и у солитопа Кортевега -  де Фриза, амплитуда А и ширина А волны (9) 
зависят от ее скорости V (см. (5) и (7)). Однако связь между амплитудой и ’шириной 
иная: A~ A l,i.
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A SOLITARY WAVE IN A UNIFORMLY CURVED THIN ROD

An equation describing propagation of nonlinear waves of longitudinal deforma 
tion in a uniformly curved rod is obtained. A solution in a form of a solitary wave is 
found. The characteristic feature of this solution appears to be two symmetric vertical 
fronts. A structure of the fronts as well as a wave profile vanishing at infinity are eva­
luated. The found solitary wave is characterized by a following relation between a wave 
width A and its amplitude A :A~A'h.
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