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О РАССЕЯНИИ ЗВУКОВЫХ ВОЛН НА УПРУГОМ СФЕРОИДЕ

Рассматривается рассеяние плоской гармонической звуковой волны 
упругим сфероидом, находящимся в вязкой жидкости. Решение строит­
ся в виде разложения в ряд по сферическим волновым функциям. Для 
нахождения решения используется метод регуляризации.

Исследованию рассеяния звуковых волн на упругих телах сфероидаль­
ной формы посвящен ряд работ (см., например, [ 1 —4 J). При этом жидкая 
среда полагалась идеальной. В данной работе рассматривается задача 
о рассеянии плоской звуковой волны на упругом сфероиде в вязкой среде.

Пусть на упругий сфериод с полуосью вращения а и малой полуосью Ь 
падает плоская волна с потенциалом скоростей ‘ifj=exp{i/ci(1)r[cos0cos0o+  
+sin 0 sin 0о cos(cp—сро) ] — U*t}. Здесь А,(1) — волновое число продольных 
волн, со — круговая частота, /*, 0, ср — сферические координаты, 0О, сро — по­
лярный и азимутальный углы падения.

Движение вязкой сжимаемой жидкости в случае малых возмущений 
для установившегося режима колебаний с временной зависимостью 
ехр(—i(s>t) описывается системой волновых уравнений Гельмгольца

Aip<1)+ [ * 1<1,] y i)= 0 1

ДФ(1)+[/с2(1)]Ф (1)=0.
Здесь ф(,) — скалярный потенциал скоростей продольной звуковой волны,. 
Ф(1) — векторный потенциал скоростей вязкой волны, к2{1) — волновое число 
вязких волн. При этом скорость частиц жидкости определяется формулой 
у= У ф < 1Ч У Х Ф (,).

Движение малых возмущений в изотропном упругом тело описывается 
системой волновых уравнений

Аф(2)+[/с1(2)]2ф(2)=0,

ДФ(2)+ [/с2<2)]2Ф(2)=0,
где ф,2), к{{2) и Ф(2>, А2(2) — потенциалы смещений и волновые числа про­
дольных и поперечных упругих волн соответственно. При этом смещение 
частиц упругой среды и = \7,ф(2)+УХФ (2).

Граничные условия на поверхности сфероида заключаются в непре­
рывности соответствующих составляющих вектора скорости if тензора на­
пряжений. Потенциалы ф(1) и Ф(,) должны удовлетворять условиям излу­
чения на бесконечности, а ф<2) и Ф{2) — условию ограниченности.

Представим векторные потенциалы в виде Ф<;) =  \7Х/с20)гГч')+  VXVX 
XrU°\  где VU) и U{3) — скалярные функции [5]. Тогда каждое уравнение 
систем (1) и (2) сведется к двум скалярным уравнениям

Д Va)+ [ /c2<j> ]2 F (j)=0,
AUU)+[k2U)]2UU)=0.

Решение задачи может быть найдено методом разделения переменных. 
Для этого введем сферическую (г, 0, ф) и сфероидальную (g, ц, ф) системы 
координат с началом в центре сфероида. Шесть неизвестных скалярных 
функций будем искать в виде бесконечных рядов но сферическим волно-
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вым функциям

* « > = -  фР = £
оо оо

У 1, cosmcpZS^f/c^V] Р ят  (cos 0),
r/i—0 п=т

у(1) » I ПО)
иО) =  у  у  [ « " л '>.-(«>»«).1  ̂ 1C;..,» sinma> J4 r ^ l c - » sinm (P

где Zn(,) — сферическая функция Хаикеля первого рода, Zn{Z) — сферическая 
функция Бесселя, Рпт — присоединенный полином Лежандра. Неизвест­

ные коэффициенты Ami , В ml , С ml определяются из бесконечной системы 
уравнений

2  <Х) оо

V  V  Г л  О )  ( « )  . D ( i )  f t  ( О )  , ^ ( i )  < « ) i  V  <*> 1 О  К -
L / l n m  C C j n r i f t  I P m n f t  l“ U m n  i m n f t j  V j m h /o  ‘  1 ,  U ,  \ u /

j =  l  n = s  m n  —  m

т е = 0 , 1 , . . . ;  k = m , m + 1 , . . . ,

полученной в результате удовлетворения граничным условиям

»*in io)Us<2), 1>„<1,=-Й1>и11(2\

(I) (2) (1) (2) .(I) (2)
Он — 0£i . 0 |Ч — 0;„ , 0 t9 — 0 |,  .

При этом уравнение сфероида в сферической системе координат имеет вид 
гг=Ь‘ (1—е2 cos2 0)- | , а условия связи сфероидальных координат со сфери­
ческими запишутся следующим образом [ 1 ]:

г -А  (Г + ц 2- \ ) \  0=arccos[&Т] ( | 2+ п 2- 1 )~*],

г2 cos2 6 1 'hгЧ-fe* Г (i^+fe2)2 
S '  2ft2 I- 4ft1 

P + f t2 Г 0 * + ft2)

ft1 • r .

i2) 2 rz cos2 0 1Vl
11 “  L 4ft4 ’ ft2 j  ’2ft1

где e — эксцентриситет, fe — половина межфокусного расстояния сфероида. 
Выражения для элементов матрицы системы и свободных членов приве­
дены в работе [В].

Исследования системы (3) показали, что в частном случае для сферы 
неизвестные коэффициенты определяются явпо. С ростом вытянутости 
сфероида система становится плохо обусловленной. Причиной плохой обу­
словленности системы является использование в работе гипотезы Рэлея, 
суть которой заключается в предположении сходимости рядов по сфери­
ческим функциям иа поверхности сфероида. Поэтому получение достовер­
ных результатов в данном случае возможно, когда вытянутый сфероид 
есть рэлеевская поверхность, т. е. когда выполняется условие a/b< V2. При 
выполнении этого условия ряды по сферическим функциям являются схо­
дящимися [7] и система (3) допускает решение методом усечения с при­
влечением регуляризующих алгоритмов [8].

Таблица 1

Параметры материалов рассеивателей и окружающей среды

Материал
Спорость 

продольных 
волн (км/с)

Скорость 
поперечных 
волн (км/с)

Плотность
(г/СМ3)

Карбид вольфрама 6.665 3,98 13,8
Молибден 6,25 3,35 10,1
Сталь 5,95 3,24 7,7
Вода 1,48 — 0,998
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Рис. 1. Частотная характеристика звукового поля, рассеянного назад 
стальным сфероидом: 1 -  а/Ь=1,0, 2 -  а/Ь= 1,1, 3 -  а/Ь=1,2

Рис. 2. Частотная зависимость первой (Л) и второй (Б) моды волны, рассеянной 
стальным сфероидом: 1 -  а/Ь= 1,0, 2 -  а/Ь=1,\, 3 -  а/Ь= 1,2, 4 -  а/Ь=1,3

Численные расчеты были проведены для случая осесимметричного па­
дения плоской звуковой волны, распространяющейся в воде, на металли­
ческий сфероид (см. табл. 1).

На рис. 1 представлены частотные характеристики амплитуды рассея­
ния звукового ноля. По оси ординат откладывалось ее значение в дальней 
зоне поля в направлении на источник, то оси абсцисс — волновой размер 
большой оси сфероида. Как видно из графиков, частотные характеристики 
упругого сфероида носят ярко выраженный резонансный характер. Каж­
дому резонансному пику соответствует определенная мода упругой по­
верхностной волны тина рэлеевской и типа «шепчущей галереи». Обозна­
чим каждый пик графиков парой чисел (п, I) , где п — номер моды, I — по­
рядковый номер ника на соответствующей гармопике. Графики действи­
тельных частей первой (и=1) и второй (п=2) мод эхосигнала для сталь­
ных сфюроидов представлены на рис. 2. Резкий скачок на кривых 
рис. 2, А соответствует резоиапсу воли типа «шепчущей галереи» (1, 2), 
поскольку резонанс рэлеевской волны (1,1) па первой моде не наблю­
дается. На графике второй моды (рис. 2, Б)  первый по порядку резонанс 
(2,1) соответствует рэлеевской волне. Положение резонансов рэлеевской 
волны второй и третьей мод и волны типа «шепчущей галереи» первой 
моды представлено в табл. 2 для металлических сфероидов различной кон­
фигурации.
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Т а б л и ц а  2

Резонансы упругих сфероидов

Материал сфероида а/Ь

III п=3 
1=1

71= 11=2

Сталь 1,0 5.6 8,5 3,63
1Д 5,8 8,7 8,75
1,2 5,9 8,95 9,55
1.3 6,0 9,05 10,30

Молибдеп 1,0 5,9 8,8 7,90
1,3 6,2 9,45 10,80

Карбид вольфрама 1,0 7.0 10,4 6,95
1,3 7,3 11,1 12,20

Как видно из графиков и таблицы, положение резонансов частотной 
характеристики строго индивидуально дли рассеивателей определенной 
конфигурации и данного материала. Этот факт позволяет использовать по­
лученные результаты при решении обратной задачи рассеяния звука упру­
гими телами сфероидальной формы, когда лишь по одному известному 
параметру, например материалу, можно приближенно судить о конфигу­
рации объекта.
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Я . .V. R o z h d e s tv e n s k i i , L .  Л. T o l o k o n n ik o v  
ON SOUND WAVE SCATTERING BY AN ELASTIC SPHEROID

Plane harmonic sound wave scattering by an elastic spheroid in a viscous fluid 
is considered. A solution is constructed as an infinite expansion in series of spherical 
wave functions. For a definition of expansion coefficients regularization method is 
used.
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