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Прямым алгебраическим методом построен бесконечны!! ряд, описы­
вающий профиль скачка уплотнения, распространяющегося в нелиней­
ной наследственной среде без искажения формы. Показано, что в нели­
нейной стандартной вязкоупругой среде могут распространяться ста­
ционарные полны со скоростями как большими, так и мепыпими, чем 
скорость звука в линейной среде.

Существование акустических импульсов, распространяющихся в нели­
нейных средах без искажения формы с постоянной скоростью, известно 
давно и они достаточно подробно изучены. В нелинейных средах с памятью 
или в вязкоупругих средах также могут распространяться волны постоян­
ного профиля, но изучены они гораздо меньше. В работе [1], например, 
показана возможность существования в нелинейной наследственной среде 
волны постоянного профиля, движущейся со скоростью, равной скорости 
звука в линейной среде, а в [2 ] — движущейся со сверхзвуковой скоростью. 
Однако полученное в [2] точное решение, описывающее процесс распро­
странения без искажения формы акустической волны в стандартной вяз­
коупругой среде, имеет существенные недостатки.

Во-первых, решение получено в неявном виде, что затрудняет построе­
ние профиля волны; и, во-вторых, решение для некоторых, казалось бы. 
возможных скоростей распространения скачка уплотнения оказалось ком­
плексным, что не находило объяснения.

Существенно дальше продвинуться в данной области позволяет метод, 
разрабатываемый авторами статьи [3]. Он основан на алгебраическом под­
ходе к построению стационарных решений нелинейных дисперсионных или 
волновых уравнений. При этом стационарное решение рассматривается 
как пакет гармонических волн (решений линейного уравнения), скорости 
и фазы которых связаны нелинейностью так, что пакет не распадается. 
В работе [3] получено много уже известных стационарных решений нели­
нейных уравнений, но задача решалась авторами без начальных условий.

В данной работе для построения профиля скачка уплотнения, распро­
страняющегося в нелинейной стандартной вязкоупругой среде без иска­
жения формы, также используется алгебраический подход, что позволяет 
определить зависимость скорости его распространения от величины 
амплитуды на фронте.

Рассмотрим одномерную продольную волну, зависящую от лагранжевой 
координаты х  и времени t. Пусть p=const — плотность однородной среды 
при t = 0, U {х, t) — продольное перемещение и о(х , t) — продольное напря­
жение; штрих — обозначает производную по х , а точка — производную по/.

Будем использовать уравнение движения
pU"(x, t) о' (х, t ) =  0, ( 1 )

а » качестве определяющего уравнения, следуя [4], выберем
I

(2)
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где Е=рс2 — мгновенный модуль упругости, с — скорость звука в среде, 
K(t) — ядро ползучести наследственной среды, g(U') — функция нелиней­
ности:

g ( U ' ) = l + a U ’ {х, t ) + $ [ U ' ( x ,  0 1 * + . . . .  (3)

такая, что при малых деформациях (U' (х, $)<1) определяющее уравнение
(2) совпадает с определяющим уравнением для линейной наследственной 
среды. Ограничиваясь в (3) двумя слагаемыми и используя (2), получим 
из (1 ) уравнение, описывающее одномерный нелинейный волновой про­
цесс в наследственной среде:

t

ГГ (.г, 0  - сги " (*, t) —сга,и' (х, t) V" (х, t) +  { K ( t - x )  U" (*, т) d t= 0 .
0

(4)
Решение уравнения (4) будем искать в виде распространяющегося с пос­
тоянной скоростью v в положительном направлении оси х  скачка уплот­
нения

С/0М ) = / / ( | )  У ф ,

XF (0 )= 0 , (5)
имеющего отличный от нуля разрыв скорости [£Г] на фронте £=0. Здесь 
Ч? ( |)  — гладкая функция, / / ( £ ) — функция Хевисайда, а параметр т0 
имеет размерность времени и будет определен ниже.

Из закона сохранения количества движения
*2

J p  U"(x, t)dx=a(xг, «)- о  (ж,, t)
*1

следует известная связь между величинами разрывов напряжений и ско­
ростей на фронте со скоростью распространения разрыва:

. [о ]= —ру[£Г].
Кроме того, из уравнений (2) и (3) получим соотношение

[ а ] = —рсг[С/']{ 1 +  у -  [# ']} •

Учитывая кинематическое тождество

[ i r ] ~ - v [ V h

найдем для уравнения состояния (2 ) условие для разрыва на фронте £ = 0:

Подставляя (5) в (4) для £>0, получим уравнение

( 1 - 4 ) ^ ( 1 ) + - ^ 4 ¥ '( I ) 'F /,(l)  +  (2T„)2[ t /‘]A:(2t„ |)  +
'  V2'  2т0г>

+2т0 j  К[ 2т0(1 -z ) ] 4f" (z) dz= 0
О

с условием на фронте (6 ), в котором штрих обозначает производную по 
аргументу.

Рассмотрим случай стандартной вязкоупругой среды, для которой

K(t)  =  —  е х р ( - — ) ,
То 4 То'
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где е> 0  и т0> 0  — наследственные параметры среды. Обозначив

4t08i;:
ас‘ w(%),

получим уравнение

w (S )[2 w (£ )+ a ]-a + 2 j e2(2"E)w ' (2)dz=0 (7 )

с начальным условием, которое следует из условия разрыва на фронте:
1 /  С2 \

w(0)=w o=-a t а =  —  ( 1 ---- - I . (8)
е '  гг 1

Решение уравнения (7) получено в [2], но отмеченные выше его осо­
бенности вынуждают решать задачу другим методом. Следуя [3], бу­
дем искать решение (7) в виде ряда по затухающим экспонентам (пара­
метр p=const> 0):

W( |)  = —a+^40[ 1+  Y  ап ехр (-прЪ) ] .
п=

Алгебраическими методами нетрудно установить, что этот ряд удовлетво­
ряет уравнению (7), если

Pip-1)
(2 —р)Аг

bnzn,
Г(?гр-1 )

Г(п)Т(пр—п+1) 7

а коэффициент Лй является корнем квадратного уравнения

(р—2)-Л0Ч- (р -4 ) А0- 2 = 0 . (11)

Здесь Г (х) -  гамма-функция, а z=z(p)  — корень уравнения F(z)=  0, где

Р(*)= 1
р ( р - 1 ) у

A o ( p - 2 ) f r !

Пользуясь асимптотическими формулами для гамма-функции, нетруд­
но показать, что степенной ряд в (12) для р>1 сходится по признаку Да- 
ламбера при |z |< z 0, где

z0= ( p - l ) p- 1p -p. (13)

При z=zQ ряд (12) также сходится, так как при

bnzn~[2np3( p - l ) ] - hn- ,f\

При р = 1 из (12) также следует, что z = 1, так как Ь[ = (р—1)~\ Таким об­
разом, ряд (12) сходится для всех р>1  при |z|<z„. Чтобы найти зависи­
мость z=z(p), надо обратить ряд (12) для каждого значения А 0, являю­
щегося корнем уравнения (11). Для этого используем формулу, которую 
приведем здесь без доказательства. Если известна сумма ряда

со

Y  bnZ n= S ,  (14)
7 1 =  1

ТО
z= ( p - l ) S [ l - ( p - l ) S ) * - \  (15)
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( 1 6 )

и, используя (1о), найдем для А 0=Л1п=2/р-2:

а для А0=Аог=~1:

Z = Z 2 ( p )
2- р  Г 2(р-1 )  I»»

2 ( p - l ) L  р J '

Принимая во внимание область сходимости |z |< z 0 ряда (12), найдем, 
что зависимость (16) справедлива для всех р > 2, а (17) — для К р < р а 
( р ^ 2). Здесь р0-  корень уравнения р0= 2(1+ 2_ро), р„»2,3833.

Определив зависимости z{p), можно просуммировать ряд (10), ис­
пользуя формулу (15), и найти вид функции а=а{р). Для соответствую­
щих значений А 0 и z(p) получим

. . 2 , ч 2 (1—в)
«<(?) = — т ,  <h(p) = ----- — . (18)

Р "  Р — ̂

Эти выражения совместно с (8 ) полностью определяют зависимости воз­
можных скоростей распространения скачка уплотнения от величины па­
раметра р.

Таким образом, в виде ряда (9) построены два решения уравне­
ния (7):

оо

w (s) =и>, (%) =  -Р-~ ^  t2‘ (/*) Г  ехР (~ пРЮ. Р>2, (19)Р Z
‘  71=1

СО

w ( l )  = w2(l)  =  -— j l - ( p - l )  YLb„[z2{p) 1" exp ( - n u t )  j ,

P  n =  1

K p C p  o, (20)
которые, однако, имеют разные величины разрыва на фронте:

M'V(O) =ы>,0= —2/  (р—2) , wA0)=w2O= 2 ( p - \ ) / ( p - 2 ) .  (2 1 )
Покажем, что эти решения эквивалентны и являются общим решением, 
которое может быть найдено прямым интегрированием уравнения (7). 

Используя (15), из (19) получим

( ^ 2 ^ ) “,i ( i ) [ - 3 9 ' +  “'iU ) ] = ехр ( - p i ) ,  (22)
а из (20) -  р

[ №(6) ~ т = 2 1 [~ i ( ^ - i ) E> Г  - вхр (- ^ > -  Ш

Используя (21), оба решения вида (22) и (23) легко привести к соот­
ношению

и>(6) [1+U7(D—m70]1-*/wo= m?oe x p l - ^ l + w r 1)], (24)
которое является общим решением уравнения (7) и допускает степенные 
разложения вида (19) или (20) для разных областей изменения пара­
метра р , а значит, и для различных скоростей распространения скачка 
уплотнения. Посмотрим, какие скорости распространения при этом воз­
можны.

Используя (8 ) и (18), для решения (19) найдем зависимость скорости 
скачка уплотнения от параметра р:

Так как и2/с?>0, то должно выполняться условие д>/?,=2(1+е). При 
этом 1 <г;2/с2<°°. т. е. скорость скачка уплотнения всегда больше с.
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(26)

Для решения (20) получим

^ = г 1 + W - 0 1 - 1

с2 L р- 2 J
Для области 1<р</>2} где

/?2= 2 (1 +е) ( 1+ 2е )-1,
у> с; при атом К у 2/сг< » ,  так же, как и для решения (19). В области 
2<{)<Ро скорость всегда у<с, так как 0< 1>г/с2< ( 1+ 2в)~1. Интервалы же 
значений параметра 2<p<pt  для ре­
шения (19) и р2<р<2  для ре­
шения (20) являются «запретными», 
так как для этих значений параметра р 
всегда (?;/с)2< 0, т. е. скорость скачка 
уплотнения не может быть веществен­
ной. Все эти зависимости возможных 
скоростей от величины параметра р и 
«запретные» интервалы представлены 
на рисунке.

Таким образом, полученные реше­
ния допускают существование как 
«быстрых», так и «медленных» скач­
ков уплотнения, но разложение (20) 
является общим для обоих типов волн, 
а (19) описывает только «быстрые» 
волны. Быстро сходящиеся ряды (19) 
и (20) позволяют легко в явном виде 
находить форму скачка уплотнения при
раметра. При р-Н  из (21) следует предельный переход к малым ампли­
тудам (w2 о-И)), что соответствует линейной задаче. Такое решение, полу­
ченное в [ 1 ] и описывающее профиль скачка уплотнения без разрыва на 
фронте, распространяющегося со скоростью звука в линейной среде (у=с), 
имеет вид

«’(fcH —1 +ехр(—1 ).
Других решений, имеющих отличный от нуля разрыв на фронте и опи­
сывающих скачки уплотнения стационарного профиля, распространяю­
щиеся со скоростями v = c , уравнение (7) не допускает.
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А . S . S tu lo v

PROPAGATION OF A COMPRESSION SHOCK OF A STATIONARY FORM 
IN A STANDARD NONLINEAR VISCOELASTIC MEDIUM

An infinite series describing a profile of an acoustic impulse, which propagates in 
a nonlinear hereditary medium without its form distortion, is constructed by means of 
a direct algebraic method. It is shown, that in such medium a velocity of a stationary 
form impulse can be both less or greater then a sound speed in a linear medium.

Зависимость скорости скачка уплот­
нения от параметра р

любых указанных значениях па-
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