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К Р А Т К И Е  С О О Б Щ Е Н И Я

/ / .  К . В довичева

О МОЩНОСТИ, ИЗЛУЧАЕМОЙ ГАРМОНИЧЕСКИМ ИСТОЧНИКОМ,
В СЛОИСТОЙ СРЕДЕ С ТЕЧЕНИЕМ

Распространение звука в неоднородной среде с течением приближенно можно 
описать уравнением [ 1 ]:

(co-i(v(2), V) ) 2
Д U + --------------------=  /(r,z),

C2 ( z )

u (r,0 )= 0 ,
(1)

где it(R )-  звуковое давление в точке R = { x , y , z ) ,  /(г , z ) - функция, описывающая 
источник г = {х ,  у ) ,  со -  круговая частота. Предполагается, что среда слоистая, т. е. 
скорость звука зависит только от координаты z, а течение плоскопараллельное, т. е. 
v=(tf*(*)» При z**H скорость звука постоянна и равна с*, а скорость тече­
ния v (z )= 0 .

Рассмотрим область й , заключенную между двумя замкнутыми поверхностями 
dQi и д&2, окружающим источник, dQ =dQ i+dQ t. Используя уравнение (1), сопря­
женное ему уравнение для и и формулы Грина [2], нетрудно получить равенство
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c2(z )~
vnds=0. (2)

где vn -  проекция v на нормаль к Oil. Учитывая, что dQ =dQ i+dQ 2, получим из (2)
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Таким образом, интеграл но замкнутой поверхности, окружающей источник, 
от нормальной компоненты вектора I

I= Im  uVu ' +
to » r v

c 2 ( z )
- I m

и (v, V)u*
c’W ~

(3)

не зависит от выбора этой поверхности. Заметим, что при v = 0  вектор Р =  !/ 2рсо1, 
есть вектор Пойнтинга, через который мощность излучения источника выражается 
формулой

W  =  [  Pnds =  ~  [ I„ds , (4)
а п а п

где р — плотность среды, Рп, К  -  проекции векторов Р и I па нормаль к поверх­
ности dQ. Поэтому можпо предположить, что и в случае с течением мощность 
излучения должна выражаться этой формулой, где вектор I имеет вид (3). В рабо­
тах [3 ,4 ] получены выражения для мощности излучения источника в неподвижной 
слоистой среде. Покажем, как их можно обобщить на случаи с течением.

Пусть источник с координатами (0, z0) описывается функцией /(г, z) =  
-=6 (r)6 (z-zo), Q -  область внутри замкнутой поверхности 0 Q, окружающей источ-
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ник. Аналогично (2), с помощью формул Грина легко показать, что

J  I nds= Im  j* fu 'd o =  Im u(0, z0). 
a

i1

O Q
Так что для мощности W  получим выражение

юр
W  =  —  I in w(0, z0). 

2 (5>

Заметим, что u (0 ,z 0) в  точке источника не определена, так как функция / ( г ,  z) 
имеет особенность в точке (0, z0), в то время как Im и (0, z0) существует. Рас­
смотрим уравиепие ( 1 ), в котором <о имеет малую мнимую добавку ie:

(to-H'e-i(v, V))2
А и  + -------------------------------------------u = 6 ( r ) 6 ( z — zo).

C2(z)

Согласно принципу предельной амплитуды [5],

lm u(0 , z0) =  lim  lm u ( 0 , z ) =  lim Im lim ue(0, z),

(6)

2-+Ю Z-+Z0

где uR -  решение уравнения (6).
Введем полярные координаты, приняв за фиксированное направление макси­

мального по модулю вектора скорости течения vmax, и положим 0 = k v max, а =  
=  <г, vmax. Обозначим через ± (/с, 0, г) решения однородного уравнения

* У ± (М ,* >  . (<o+(k, v) ) 2

dzz c*(z)
V±(M,*)-A-2V±(A, e,s)=0,

Y + (fc,0fO )-O f в, +cc)=0.

Пусть z< = m in(z , z0), z>=m ax(z, z0), w -  вронскиан w =det
V-

4 V  4 - '

(7)

Нули

вронскиана w{k, 0 , о ) есть те значения fti(0)... км (0), при которых краевая задача 
(7) имеет нетривиальное решение. Эти значения к есть точки дискретного спектра*» 
при этом М (0 ) определяет зависимость их числа от направления 0 .

В работе [5] было показано, что решение (6 ) при е-^0 есть
2  л Af<6)

ц (г,2) =  —  [ rf0  [ —  y \ e - tkW  coa<°-a) y j ( 0 ,z < ) y i (0 fz> ) + 
4n2 J L 2о i
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+ %kdke~ihT c°s<0“e) 
о

y +(A-, 0,1<)У,(А, 0,j>) 
ш(Аг, 0, со) ]■ (8>

где / — интеграл в смысле главного значения, 4 ^ (0 , с) -  решения уравнения (7) при 
k = k j(Q ), нормированные условием

<(1— [(k, v)/(c(z)*))2)4',4')-(to(k, v)/(c2(z)ft2)4 ' ,4 ')= l .
Из (8) следует, что 1»» М(в)

im и (о, z)= - L -  4r,(0.*<) v J(0l «>)+
i - i

О )

f к dk I m ( 4 M M ,z < ) 4 M * ,  M > )

a>(ft, 0, to) )] (9)

OO

Нетрудно показать, что интеграл Jf в (9), где Аг/=со/с/, вклада в ImufO, z)
ki

не дает, поскольку Ч Ч  вещественна при любых А*, а вещественна при ft>fc/.
Используя тот факт, что 4/ -~ e x p ( - ) 'f t2- f tf2) при z > H  и Re У/с2—/сг2> 0 , можно по­
казать [5], что

У Y  -  (ft, 0, *>) \  Im O F . (ft, 0, z>) w* (ft, 0, (0))
Im I ------------------ I --------------------------------------------- ---

V u?(ft, 0 , <o) / w(k, 0, to) |

1И0



V + (A f 0 , z > ) y k i 2 — k z

Таким образом,
('У+'(к, 0, Н )У+(к?-к* ) (Y+(fc, О, /У))2

2Л М(0)
Im »(0, г) = - i -  [ dO [ JL V. Т; (0, *<) V j (0, *>) +

Лп~ • ' 1 2 i - 1hi
+  f у +(*, 0> * < )y + ( f t ,  e, z>)/c(/ c ^ - F ) '^ fc  i

(10)

Переходя в (10) к  пределу при z-+zo, получим из (5), что мощность, излучаемая 
гармоническим источником в слоистой среде с плоскопараллельпым течением, опре­
деляется как

2 л М1в)

W  =
о>р
8л2 V i* (M t)  +

j=i

+ I ^
kdk'V+z(k ,0 ,zo)(ki>-k*yi>

(4 V (M .//)) i+(fci,-**)(V+(fcI 0,//)) г ] (11)

Заметим, что при скорости течения v = 0  (И ) переходит в выражение для мощ­
ности, излученпой гармоническим источником в неподвижной слоистой среде [3]. 
Отметим, что уравнение (1) пригодно для описания звукового ноля в движущейся 
среде, если градиент скорости течения мал по сравнению с частотой звука. В реаль­
ных ситуациях вертикальные градиенты скорости течения имеют величину порядка 
1 0 - 2  с- 1  (см., например [6 ]), где приведено вертикальное распределение скорости 
Гольфстрима). Таким образом, уравнение (1) и соответственно выражение (3) для 
вектора Пойнтинга заведомо пригодны для звуковых частот, составляющих десятки 
или сотни герц.
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Ю, И. Г а б и ю п с п е ,  В . К . Ш у г у  р о в  
РАССЕЯНИЕ ВОЛНЫ ВЯЗКИМ ТЕЛОМ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРМЫ

Излагается алгоритм расчета рассеяния волны вязким телом произвольной фор­
мы. Учитываются только скалярные волны, так что скорость описывается градиен­
том потенциалов <р, в двух средах £ = 1 ,2. Считается, что в первой среде волны 
распространяются без потерь, поэтому волновое число действительно: =со/с, где 
о) -  циклическая частота, с -  скорость распространения волпы. Вторая среда погло­
щает волну, поэтому волновое число кг является комплексным; мнимая часть 
ImA'2 < 0  и определяется коэффициентом вязкости.

Основная трудность в решении граничной задачи заключается в определении 
решения, удовлетворяющего одновременно дифференциальному уравнению Гельм
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