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В Л И Я Н И Е  У П РУ ГО Й  А Н И ЗО Т РО П И И  Н А  СКОРОСТИ К Л И Н О В Ы Х

В рамках геометро-акустического подхода проанализировано распро­
странение антисимметричных клиновых акустических волп в остро­
угольном твердом клине, выполненном из анизотропного материала. 
Получено аналитическое выражение для скоростей клиновых волн.

Локализованные квазиизгибные моды, распространяющиеся вдоль 
ребер твердых клиньев, или антисимметричные клиновые акустические 
волны [1 ,2 ], представляют значительный интерес для акустоэлектроники 
[3, 4], а также для перазрушающего контроля изделий специфической 
формы [5] — турбинных лопаток, гребных винтов, рулей, высоты само­
летов и т. д. В общем случае произвольных углов раскрыва клина 0 эти 
волны могут быть рассчитаны лишь численными методами даже для 
клиньев, изготовленных из изотропных материалов [3, 6]. Однако при 
малых углах раскрыва клина 0 возможно приближенное аналитическое 
описание характеристик клиновых волн, основанное, в частности, на 
методах геометрической акустики [5, 7—9]. Как отмечалось в работе [8]г 
геометро-акустический, или лучевой, подход может быть легко распро­
странен и на случай клиньев из анизотропных материалов, если известны 
зависимости фазовых скоростей изгибных волн в тонких кристаллических 
пластинках от направления распространения вдоль поверхности (см.,, 
например, [10]).

В настоящей работе с помощью этого подхода проанализируем влия­
ние слабой упругой анизотропии на скорости антисимметричных клино­
вых волп. Заметим, что до настоящего времени численные расчеты харак­
теристик клиновых волн в анизотропных кристаллах проводились лишь 
в отдельных кристаллографических направлениях [4, 11] и для двух 
низших мод [4], что не позволяет установить какие-либо общие законо­
мерности, связанные с влиянием анизотропии. В отличие от упомянутых 
работ, рассмотрим случай произвольной кристаллической анизотропии 
и произвольное число распространяющихся клиновых мод.

Согласно работе [8], скорости антисимметричных клиновых волн 
с = со/р в анизотропных материалах могут быть определены из условия 
типа Бора — Зоммерфельда, которое в случае произвольной ориентации 
ребра клипа относительно кристаллографических осей следует записать 
в общем виде

учитывающем возможное неравенство друг другу интегралов, соответст­
вующих ходу луча от ребра (х= 0) до точки поворота (х = х п) и обратно. 
Здесь ка (х, а )  — локальное волновое число изгибной волны в кристалли­
ческой пластинке переменной толщины h = x 0, зависящее от угла между 
вектором волновой нормали распространяющейся квазиплоской изгибной 
волны и ребром клина (см. рисунок), [5 — искомое волновое число клино­

А К У С Т И Ч Е С К И Х  ВОЛН

о

(1)

130



вой волны, со — круговая частота, « = 1 ,2 ,3 . . .  Условие (1), очевидно, 
должно быть дополнено соотношением, связывающим угол а  с [J и ка:

$=ка{х, сс)cos а . (2)

Если известна зависимость ка(ху а ) ,  то выражения (1) и (2) полностью 
определяют задачу нахождения скоростей антисимметричных клиновых 
волн в анизотропном клипе в рамках геометро-акустического подхода.

Будем считать, что величина, обратная фазовой скорости изгибной 
волны в тонкой кристаллической пластинке, са~*(/г, а )  (в дальнейшем 
для краткости будем называть ее обрат­
ной фазовой скоростью) описывается вы­
ражением

са~'{К a ) = c a~'(h, 0) [ l+ e g ( a ) ], (3) 
где ca(k, 0) =  (сР/ш М )7г — фазовая ско­
рость плоской изгибной волны в направ­
лении ребра клина (a = 0 ) , g(а) — функ­
ция, описывающая угловую зависимость 
фазовой скорости изгибной волны и обла­
дающая свойствами g (0) = 0  и |g ( a ) |< l ,
8 — безразмерный положительный пара­
метр, сР — скорость квазипродольной плос­
кой волны в тонкой пластинке в направ­
лении а = 0 , А  — безразмерная константа, 
зависящая от-типа-симметрии кристалла
(в изотропном случае Л = 2]/3). Методика
расчета зависимостей g(cc) для конкретных кристаллов приведена, на­
пример, в работе [10]. В дальнейшем будем считать анизотропию слабой, 
т. е. будем полагать, что е< 1 . Такая ситуация является достаточно ши­
роко распространенной. В частности, условию е< 1  удовлетворяют скорости 
изгибных волн в тонкой пластинке из ортотропного (ромбического) кри­
сталла фторида магния-бария, вырезанной в плоскости, перпендикуляр­
ной одной из осей симметрии кристалла [10]. С учетом (3) и соотношения 
h=xd  выражение для локального волнового числа изгибных волн в пла­
стине переменной толщины запишем в виде

ка{х, а ) = к а(х, 0 ) [ 'l+ e g (a ) ] , (4)

где ка(х , 0) =  (Лкр/0хУ12 — волновое число изгибной волны в направлении 
а = 0 , /ср=(1)/ср — волновое число квазипродольной волны в том же направ­
лении.

Систему (1), (2), (4) будем решать методом возмущений, представляя 
входящие в нее величипы в виде

a = a 04"8CCi+e2a2“b . . . ,
g '(a )= g '(ao )+ eg '(“ o)«i • • •>

ка{х, а ) = к 1{х, 0) [l+eg(a,,)-|-e2g ''(ao)ai+  . .  .], (5)
cos a= co s a 0—ca , sin a„—e2 (a 2 sin a 0+  («i2/2) cos a 0) — . .  -,

Ф =Ф р+ еФ ,+ е2Ф2+  . . .

Подставляя (5) в (2) и (4), получим

ка(х , 0) [cos a 0+e(g(ao)cos a 0—a , sin a 0)+ e 2(a,g ' (a 0)cos a 0—
a 0) sin a0—a2 sin a0— (a ,2/2) cos a 0) +  . ..] = p , (6)

откуда после приравнивания членов при одинаковых степенях (соответ­
ственно при е°, е1, е2. . . )  следует

5* 131



ka(x, 0) cos a 0=p, 
g (a 0) cos a 0= a i  sin a 0,

a xg ' (do) cos ao—a ,g (a 0)sin a 0—a 2 sin a 0— (ai2/2) cos a 0=O,

(?)

Учитывая, что в формуле (1) [ка2(х, а ) —^2],/з= к а(х} a)  sin а , и представ­
ляя ка(х , a) sin а  в виде

&

ка(х, a )s in  а = к а(х, 0) [sin а 0+ е  (g (a0)sin  а<>+а, cos а 0) + е 2(а 2 cos а 0—
— (a ,2/2)sin cto+ai cosaog(a0)+fip/ (ao)at s in a 0) +  . . . ] ,  (8)

получим после подстановки (8) в (1) и перехода от интегрирования по х  
к интегрированию по а э следующие выражения для Ф0, Фь  Ф2. . .  :

Л/2
2Акр "(* . о 1 ЛкрЛ

ф ° = - р г 1 у—я/2 

ф  -  2Акр
Pl “  ре

Л / 2

J g  W d a o ,
—Л/2

(9)

Ф . =  2Л^
150

Я/2 1 1
J [_ а К )  (<*о) — -тгё‘г (a o) cte «о J ctg а 0 «Ц»>

—Л/2

Учитывая, что g (a 0+ t t ) = g ( a 0), представим g (a 0) в виде разложения в ряд 
Фурье: . '

g{ao)=a0/2+ai cos 2a0+bi sin 2a0+a2 cos 4 a0+ b 2 s in 4 a0+  . . .  (Ю)

Подставляя (10) в (9), (5) и (1), получим

Акрп
Ф =

ре
( l+ a 0e+cZe2+  . . . )  = 2 пп, (И )

где
оо

d = 2 H [  ~ п а «а п  +  У I H b !b l - a ia i ) +  У  Д а ,а ,+ М , ) -
п=1 f+j=n J —j=n

-  У I /(ajOj+bibj) ] +  -y(«oa,) +  - | - X i  («<а*+М,) +
j-i —л 1«-Я=1

+ ^ [ « 00,, +  ^ - ^ ,  (didi-bibi) +  - 1 -  У  (g tg j+feД ) ]  , г, / = 1 , 2 . . .
п=г ^ f + /= n  ^  Н -Я -п

Выражения для коэффициентов при степенях в более высокого порядка 
не приводятся из-за их громоздкости.

Из (11) следует, что для скоростей клиновых волн имеет место соот­
ношение

с =  — ^ - ^ ( l + a 0e + d e 2+  . . .  ( 1 2 )

В частном случае изотропной пластины (g (a 0)= 0 , /1=2УЗ),_выражение 
(12) совпадает с полученной ранее формулой [7, 8] с=тг0ср/У3. Учет апи-
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з о т р о п и и  п р и в о д и т  к  н е  з а в и с я щ и м  о т  0  и  л  п о п р а в к а м .  П р и ч е м ,  п о п р а в к а ,  
п р о п о р ц и о н а л ь н а я  е ,  о т р а ж а е т  с р е д н е е  з н а ч е н и е  g ( a 0) ,  а  п о п р а в к а ,  п р о ­
п о р ц и о н а л ь н а я  е 2, о п и с ы в а е т  в л и я н и е  ф о р м ы  п о в е р х н о с т и  о б р а т н о й  ф а ­
з о в о й  с к о р о с т и .  В  ч а с т н о с т и ,  д л я  g ( a o )  =  s in ~  a 0 п о л у ч а е м

,  =  J ^ ( l + e  +  4 - e 4 - .  ( 1 3 )
A N 8  1

О т м е т и м ,  ч т о  р а з л о ж е н и е  ( 1 2 )  я в л я е т с я  р а в н о м е р н ы м ,  ч т о  у к а з ы в а е т  н а  
п р а в о м е р н о с т ь  п р и м е н е н и я  м е т о д а  в о з м у щ е н и й  в  р а с с м а т р и в а е м о м  с л у ч а е .

Т а к и м  о б р а з о м ,  в  р а б о т е  п о л у ч е н о  п р о с т о е  г е о м е т р о - а к у с т и ч е с к о е  р е ­
ш е н и е  з а д а ч и  о  р а с п р о с т р а н е н и и  л о к а л и з о в а н н ы х  а н т и с и м м е т р и ч н ы х  в о л н  
в  к л и н е  и з  а н и з о т р о п н о г о  м а т е р и а л а .  П о л у ч е н н ы е  а н а л и т и ч е с к и е  с о о т н о ­
ш е н и я  п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  в л и я н и е  у п р у г о й  а н и з о т р о п и и  н е  п р и в о д и т  к  и з ­
м е н е н и ю  в и д а  з а в и с и м о с т и  с к о р о с т е й  к л и п о в ы х  м о д  о т  у г л а  р а с к р ы в а  
к л и п а  0  и  н о м е р а  м о д ы  п, а  с к а з ы в а е т с я  л и ш ь  п а  ф о р м и р о в а н и и  н е к о т о ­
р ы х  э ф ф е к т и в н ы х  з н а ч е н и й  э т и х  с к о р о с т е й ,  з а в и с я щ и х  о т  с р е д н е г о  з н а ­
ч е н и я  и  ф о р м ы  к р и в о й  о б р а т н о й  с к о р о с т и  п л о с к и х  и з г п б и ы х  в о л н  в т о н ­
к о й  п л а с т и н е ,  в ы р е з а н н о й  в  п л о с к о с т и ,  с о в п а д а ю щ е й  с о  с р е д и н н о й  п о ­
в е р х н о с т ь ю  к л и н а .
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EFFECT OF AN ELASTIC ANISOTROPY ON VELOCITIES
OF WEDGE ACOUSTIC WAVES

The propagation of antisymmetric wedge acoustic waves in a sharp -  angle wedge 
of an anisotropic solid is analyzed theoretically in the limits of the geometric -  acous­
tic approach. The anisotropy is supposed to he arbitrary, but small enough. II makes 
possible to solve the problem by means of the perturbation theory technique. The ana­
lytical expression for wedge modes velocities is derived. The analysis of this expres­
sion shows, that the effect of the anisotropy restricts only lo an appearance of a common 
normalizing factor, which depends on the mean value ami the form of the inverse phase 
velocity curve of flexural plane waves in a thin crystalline plate culled out in a plane 
coinciding with a middle one of the wedge.
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