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ОПЕРАТОРЫ ЭЙКОНАЛА И ЛУЧЕЙ В ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ
КРИСТАЛЛОАКУСТИКЕ

Получено тензорное уравнение эйконала н уравнения переноса 
«амплитуды» вектора смещения в неоднородных апизотропных упругих 
средах с произвольной зависимостью плотности и тепзора модулей упру
гости от координат. Найдены решепия этих уравнений для сферически- 
слоистой и плоско-слоистой сред. Введеп лучевой тензор третьего ранга, 
характеризующий направление лучей пормальных волн в зависимости 
от поляризации.

Хорошо известно, что динамическая анизотропия упругих свойств кри
сталлов ярко проявляется через поляризационные эффекты. Если в неко
торой начальной точке задано какое-то исходное состояние поляризации, 
то ответ на вопрос будет ли оно переноситься или распадется, зависит от 
ориентации исходного вектора состояния (вектора смещений) в кристал
ле. В общем случае в однородных средах поле смещений разлагается в 
дискретный спектр некоторого оператора пространственной эволюции [1—
4]. Веса, с которыми входят компоненты исходного вектора, определяют
ся углами между этим вектором и векторами, входящими в поляризаци
онные проекторы (диады) изонормальных волп. В отсутствие частотной 
дисперсии в однородном кристалле эволюционный оператор (оператор 
Коши [5, 6]) определяет решение операторного уравнения Гельмгольца 
[2, 7] с достоянными тензорными коэффициентами и имеет экспоненци
альную форму [2, 4, 7]. При этом в показателе экспоненты находится тен
зорная функция, называемая обобщенной фазой. В отличие от скалярных 
фаз, она является тензором, зависящим от вектора волновой нормали и 
тензоров материальных констант, фигурирующих в известных обобщени
ях закона Гука.

Тензорная фаза как и весь экспоненциал является оператором матрич
ного типа и может для большинства направлений распространения быть 
представлена в виде спектрального разложения по трем поляризационным 
проекторам собственных волн (одной квазнпродольной и двух квазииопе- 
речных [1]). Таким образом, операторная фаза наряду со скоростями 
описывает с помощью проекторов и поляризации волн. С другой стороны, 
в современной геометроакустике широкое распространение получили 
склярные функции эйконала [8—13]. Наша цель состоит в том, чтобы про
извести обобщение эйконала и с учетом сказанного выше сделать естест
венным переход от волновой кристаллоакустики к геометрической (ква
зиакустике). Это оказывается возможным с помощью операторов эйкона
ла и лучевых операторов. При этом поляризация волп как их важнейшая 
динамическая характеристика органично входит в соотношения предла
гаемого подхода. Здесь более подробно обсуждаются вопросы, намечен
ные в [14]: получаются тензорные уравнения эйконала и переноса 
«амплитуды» в случае неоднородных анизотропных сред, с произвольной 
зависимостью плотностей и тензоров модулей упругости от координат; 
Находятся решения этих уравнений в случаях плоской и сферической
2 2 2



стратификации; Вводятся лучевые операторы, являющиеся тензорами 
третьего ранга и определяющими направления лучей в указанных 
средах.

Рассмотрим линейную неоднородную анизотропную упругую среду, 
характеризуемую нлотностыо р(г) и тензором модулей упругости Са6сДг). 
Уравнение движения среды имеет вид [1]

Здесь а, 6, с, d принимают значения 1, 2, 3, а по повторяющимся индексам 
подразумевается суммирование. Решение уравнения (1) ищут в виде раз
ложения

u ( r ,0 = e ,ь>,t!(r,

где if (г) — оператор эйконала, а А°° (г) — вектор амплитуды п-то при
ближения. Подставив (2) в (1) и приравняв нулю коэффициенты при

i
одинаковых степенях — , в нулевом приближении получим уравпение

(О

( c a6c(î ^ - p 6 a/W (r )= 0 . (3)
'  дгс дгь Г

Для последующих приближений имеем рекуррентные соотношения

^ £ 1  ^ £ 1  е ' ^ А Г  +  c abci \ е ^ 'А 'Г  +
дгь дгс 1 дгьдгс

дСabed дл;(П-1) (п 1)

дп дгс C'abcdG
дгл \
дгь дгс

п= О, 1, 2, 3 , . . . ,  А<7,) =•-'() при п< 0.
Заметим, что равенство (3) должно выполняться при любых г. Поэтому 
из (3) следует тензорное уравнение эйконала

С,
дг|)<п дг|зиabed дгс dri

p6Q«i 0.

Уравнение (5) является системой девяти нелинейных дифференциаль
ных уравнений в частных производных первого порядка с тремя перемен
ными. Будем искать решения уравнений (3), (4) в частных случаях сфе- 
рически-слоистых и плоско-слоистых сред.

В сферических координатах г, 0, ср, решение уравпения движения най
дем в виде

и(т)=е‘̂ и , ^ ( — )  Л"" (O'
/1=0 ^

Здесь а — постоянный скаляр, зависящий от начального значения эйкона
ла. Для поля (6) уравнение эйконала (5) принимает вид

ANl+BN+D=0, N =  ^ P ~ ,  (7)
dr
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где
Лай ('abcd̂ c &Ь 7 

Bad=,Q'C'abcd[eс &b ~̂~&b &с )»
Dab= (i Cabcd̂ b рба<*.

Здесь еь\  еь\  еь(9 — единичные базисные векторы в сферической системе ко
ординат. Процедура нахождения решения квадратных матричных урав
нений типа (7) изложена в [15, 16]. Подставив (6) в (4), учитывая, что 
в сферической системе координат справедливы соотношения

дег 0 де°
=  с°, —  =  -  ег,дЬ

дег
д(р

(?0
дев
дф =  еф cos 0,

=  еф sin 0, деф
0ф

=  —er sin 0—е° cos 0.

получим уравнение переноса
dA(n) (г)

dr
=  <?(г)А(*> (r)+ G (r)A (n-1) (г),

где

Q h t = —F ha i {  e b r  — ^ ^ - ( e crAdi+aec06d,)+^adcd[ e b r e c r ^ ^ -  +ar i dr

+  (e*Ndl—aecrbdi)+eb*ef(NAl sin Q+a cos 06*0 ]  }

Ghi =Pha ebre j  ( dCaicd e^ ' ’> i-  + Cabcde ^ ’- ~ ) ,
dr dr dr

(8)

F = (2 A N + B )e^ .
Решение уравнения (8) выражает через мультипликативные интегралы 
[14, 15] Г

A((",=Qr/(G)A<")(r)+ j*(r,r')G(r')A'»-‘>(r')dr', (9)
г0

где
А (г,г ')= Й г/[С (г)]О г^ [С (г ') ] .

К  (г, г )  — матрица Коши.
В плоско-слоистой среде при ее стратификации в направлении z най

дем решение уравнения движения в виде
со

и (г )= е '“*<г>У , ( — ) A1"1 (z)
Г Г  V ® ’

>i<o(a(x + a 2y) (10)

где аи а2 — постоянные скаляры. Подставим (10) в (4), (5) получим урав
нение эйконала

dty(z)
AN2+BN+D=0, N  = г1?

Теперь, в отличие от (7), имеем
Aad—Cabcdkbkci

Bad̂ Cobcdlkc (ajb+azjb) +кь(а^с+а2и) ],

Bad= Gabcd^dc^^]c) {̂ db~̂ ~(̂ 2jb) p6ad,

(H )
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и уравнение переноса
dA(">(z)

— ^ - ^  =  <?(z)A‘">(z)+G(Z)A<"-*>(z), (12)
где

Q hi=-lfiJ  { -f°d kb[kcNdl+  (а,гс+в27с)б,ц] +Ca(,Cdftt,A:c^y ^ -| у clz dz >

Gh,= F ^  к А ^ - е ^
1 dz dz dz2 >

F=(2AN+B)ei
Здесь i, j, к — единичные базисные векторы в системе декартовых ко

ординат. Для однородных сред тензоры N (7), (11) совпадают с тензором 
нормальной рефракции [4]. Поэтому по аналогии будем называть N  опе
ратором нормальной рефракции в геометроакустике.

При нормальном падении плоской волны на систему (а,=а2= 0), урав
нение эйконала (И ) принимает вид [14]

AJV2—1=0, (13)
где

1
Л =  ( Aod) =  С abcdflbtl с*

Р
Здесь 1 — единичная 3X3 матрица, n = k  — единичный вектор фазовой 
нормали. Заметим, что для гармонических по времени волн

u (z)= e î l)A (z )1 

из уравнения (3) получим
(A -i;2)u(z)= 0 , Л = А -2.

,(14)

(15)
Здесь v2 — квадрат фазовой скорости волны. Отсюда следует, что v2 явля
ется собственным значением оператора 7V“2, а и — собственным вектором. 
Вектор и также является собственным для оператора N~l с собственным 
значением v [17]. Квадраты фазовых скоростей являются корнями харак
теристического уравнения |Л— v2\=0.

О помошыо теоремы Гамильтона — Кэли [1] применительно к тензо
ру N  получим решение уравнения (13)

N = (A~i+Nt) - i (\N \+ N tA -i), (16)
где Nt — след тепзора TV, N t — след взаимного тензора Л’, \N\ — детерми
нант N.

По определению [1], лучевые векторы связаны со скоростями изоыор- 
мальных волн v

dv

где п — единичный вектор фазовой нормали.
Учитывая аналогию со скалярным случаем, вместо (17) можем напи

сать

где Sabg — лучевой тензор третьего ранга. Так как и является собственным
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вектором оператора N ~\ то лучевой вектор получается путем свертки тен
зора луча (18) с вектором и по индексам а и Ь. Получим теперь тензор 
лучей для случая нормального падения волн на плоско-слоистую среду. 
Для этого исходим из следующего соотношения [1]:

(I) _  СаьЫ( А - у [‘,л)ь<1Пс ^  ди(1)

pi;( , ) ( A - ^ ° B) i  д п а ’

где /= 1 , 2, 3. Тогда из (14), (18), (19), находим

где

ВсЪв

^Д Г i
Sabg =  ~ — А ас (ВсьА  ВСЪк),

О  T ig

A .c= [ (N - ') t6ac+ \N -l\At. - l }-i,
3

- г л . вд | » 4 | - в . £ ^ ( л г , - - 1 г ) ,

Осб*=-{ 2 , s*.'1 бы+1 n - '  | л ;; ( X , — у  -  2«s) }л с
/—1 /~i

(20)

После свертки (20) с и„ и иь получаем
ОgobcMaMcftbSg SabgUa&b iW

Для однородных анизотропных сред (21) сводится к приведенному в [1] 
результату. В этом случае лучевой тензор совпадает с тензором группо
вой скорости [18].
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OPERATORS OF EIKONAL AND RAYS IN GEOMETRIC
CRYSTALLOACOUSTICS

Tensor equations of eikonal and shift vector «amplitude» transfer in the case of an 
homogeneous anisotropic elastic medium with arbitrary coordinate dependence of its 
density and elastic modulus tensor are derived. Solutions of these equations for the ca
ses of plane and spherically stratified media are obtained. A third-rank ray tensor cha
racterizing directions of normal wave rays in dependence of polarization is proposed.


