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СМЕШАННЫЕ КОРОТКО-ДЛИННОВОЛНОВЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ
ДЛЯ ПЛОСКИХ ЗАДАЧ ДИФРАКЦИИ И КОЛЕБАНИЙ ТЕЛ

В ВЯЗКОУПРУГОЙ ЖИДКОСТИ

Построены процедуры получения асимптотических разложений ре­
шений двумерных задач дифракции и колебаний произвольного гладкого 
выпуклого бесконечного цилиндра в безграничной однородной изотроп­
ной вязкоупругой жидкости для случая, когда длина продольной волны 
значительно больше, а  поперечной -  значительно меньше характерного 
размера тела. На примере эллиптического цилиндра охарактеризовано 
влияние формы тела на тензор импеданса окружающей его жидкости, 
поперочники поглощения и рассеяния.

Пусть ограниченное тело D с гладкой выпуклой границей Г окру­
жено безграничной изотропной однородной вязкоупругой сжимаемой 
жидкостью. Рассматриваются малые гармонические колебания; фактор 
ехр(—mt)  далее опущен. Поле v(r) комплексных амплитуд скорости 
жидкости удовлетворяет системе

[&Г2Д+(й;г2—А?г2) grad div + /]v (  г)= 0  (1)

во внешности D тела D. Здесь /с/=со/с£, Ат/=Уiai/v — волновые числа про­
дольных и поперечных волн в жидкости, с{ — комплексная скорость рас­
пространения продольных волн, v — комплексная частотно-зависимая ки­
нематическая вязкость жидкости с плотностью р [1, 9].

В широком диапазоне частот выполняются условия |/c j|d< lt |/c£|d > l 
(где d — характерный размер тела), позволяющие использовать смешан­
ные коротко-длинноволновые приближения [2]. Положим

v(r)=Vcp(r) +  ( ^ ( r ) / ^ 2, -<?ф(г)/&г,)7,. (2)
где Хг — декартовы координаты, (О, 0 )^Л , г — оператор транспони­
рования. Тогда из (I) следует, что

(Д+Аг/2)ф(г) =0, (Д+А|2)ф(Г)= 0 , геО. (3)
Скалярный потенциал ср(г) ищем методом сращивания асимптотиче­

ских разложений [4—6], представив поля в ближней и дальней зонах 
в виде следующих асимптотических рядов:

(4)

(5)

где 8i=kiy B2= k r l — малые параметры. Подставив (4) в первое урав-

ф(г)= ^  е,тегп[фтп(г) + ]пе1фтп, (г)],
Ш , п ~  о

фОг) =  Г . е Г е 2ях™„(г), г е / )
771,71— 0
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пение (3), приходим к рекуррентной последовательности уравнений 
Лапласа и Пуассона для внутренних приближений различного порядка:

Дфо„=0, Дф,„=0, Дфтт»=-фт—2, п, (ГП> 2),

Дфоп1 =  0, Дф1711==0, Дфтп =  фт—2,п (/fts^2) .

Члены внутреннего разложения фш», должны удовлетворять соответ­
ствующим условиям на Г и совпадать с внешними разложениями в про­
межуточной зоне r/d>  1, |&*|г«1. Члены внешнего разложения х»»". 
удовлетворяют первому уравнению (3), условиям погашаемости на бес­
конечности и могут быть представлены в виде линейной комбинации

i
функции Грина уравнения Гельмгольца (4) G ( r ) = — — и ее

производных различного порядка но координатам х х и хг [6]. Сращи­
вание внешних и внутренних разложений различного порядка произ­
водится в промежуточной зоне.

Векторный потенциал ищем в виде следующего лучевого ряда:
оо

ф(г) =  —— exp[i/c,x(r) ] ^  eiw,82n[t|w (r)+  In С ilj*mn* (г) ] 
ikt

(7>

Используя второе уравнение (3), приходим к уравнениям эйконала 
и переноса:

(У т)2=1,2( Ут, Уфт„)+Дт,фт„ = —Дф*,, п-1, фт,-1в 0. (8>
Функция т(г) удовлетворяет граничным условиям т(г) | г=0, У т(г)|г=  

=ц, где п=(/гь пг)т — единичный вектор внешней нормали к Г, опреде­
ленный уравнением г= г°(а)+ тп (а), причем а, х — лучевые координа­
ты. В лучевых координатах имеем [3]: т(г) =  (г—г°(а), п (а )).

Для задачи о колебаниях тела в жидкости на Г задана колебатель­
ная скорость

v ( r ) | r = v ° ( r ) ,  (9)

а на бесконечности должно выполняться условие погашаемости при 
Im Аг,>0, Im /с,>0.

Умножая (2) скалярно на п и единичный вектор касательной s=  
=  (—nz, ^ i)T к Г, с учетом (9) получаем

Из (10), (4) находим, что на Г
Уфоо(г)+г|)00(г)8=у°(г),

5q>w,= ( V« n ) i  ^ ф^ 1 = 0 )
дп дп

ifoo =  ( (v°— У Фоо) , s) =  (v°, s) —
дфоо
d s

Полная погонная объемная скорость Q на теле равна

Q = $ { v \ n ) d s .
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1. Пусть Q=0. Тогда решение задачи Неймана (6), (11) для ф00(г) 
с  условием фоо(00) = 0 существует, единственно и

/ \ Xi | ^2
ф о о  (г) =  а, —  Т  «2 —Г  г-

Функция Хоо строится так же, как и в [6]:
£ )  - со

‘И Ш Ш 4 - И - '  ш я Ш - я ? '  < * й2i д СС\ 2 i дх<

(13)

(14)

Положим фоо (г)=0. Определив решение задачи Неймана для q)0o(f), 
из (11) находим фоо на Г, а затем, решая уравнение переноса (8) для 
фоо (г), имеем

фоо ( а ,  т )= ф о о (а , 0 ) У Д ( а ) / [ Д ( а ) + т ] ,  (15)

.где R(a) — радиус кривизны контура Г в точке г=г°(а).
Функция фоо (г) вычисляется в квадратурах, если известно конформ­

ное отображение области D на единичный круг (см. [7]).
Члены разложений (4), (7) определяются в следующем порядке:

X-*- (фоо, фоо1) (хоо, фоо) “ *■ (ф ю , ф ю \ Фоь

фО!1)  “>* (х«0, Xoi) (фоо1, Фю1, фо1 , фо!1) • •
Построим второе приближение. Подставляя разложения (4), (7) в 

первое из граничных условий (1), получаем па Г
д ф ю  д ф ю 1 _  д ф 0, 1 ^  д ф о !  _  . г ^ ф о о  « Э ф о ! 1 _  ^ ф о о ^

дп дп дп ' дп ds дп ds

положим ф10(г) =фю1 (г) =фо!1 (г) =Хю(г) =0. Из второго граничного усло­
вия (11) следует, что на Г

фоо = 0 ,  ф ,о = ф ю ,= 0 ,  — —  +  ф 0,— г — —  =  0,
as дп

Т ак как функция фоо1 удовлетворяет однородному уравнению переноса, 
то для нее справедлива формула вида (15). Поскольку фОо,= 0 на Г, то 
фоо1 (*)—0, так что ^po ,V ^ |r=0 . Поэтому положим' ср00*(г)^0 . Имеем 
далее

Лфо, (г) =  0, г €=/), фо,(°°)= 0. (17)

Так как Ф (dtyo0/ds)ds=Q, то задача (17) с граничным условием фо1Г(°°) =  
= 0  однозначно разрешима и

фо,(г)= Ь г-^  + о ( ~ )  , Г-̂ -оо, (18)

%oi(r) = (n/2i) (bld/dxi+b2d/dx2)II0{i',(klr) .
Из (16) находим ф0, на Г, а из уравнения переноса — ф0, (г) в обла­
сти D. Таким образом, с точностью до членов порядка е,21пе,, г221пе, 
имеем

Ф (0  =  (г), ф (г) =  фоо (г) +  —  фо, (г),
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где для ер берется внутреннее разложение. Поэтому вектор напряжений: 
на Г равен

о (г ) ^  — icoplepoo+fcr'tpojn— (op&r4ooS=
=  —ШрСрооП—Z0[«Poin+V°(r0) — Vcpoo] , (19)

где Z0=(tiplkl =  V — iojpr] — удельный импеданс плоских сдвиговых волн,. 
lm Z0<(); г] — комплексная частотно-зависимая динамическая сдвиговая 
вязкость вязкоупругой жидкости. Отброшенные члены (19) имеют по­
рядок соре, In е,, (i>pe2Ine,. Ниже рассматриваются некоторые физические 
следствия.

1. Результирующие погонная сила сопротивления F среды и момент' 
М  сил сопротивления определяются формулами

F =  ф = ФF = 4J ods, М =  у  (xiGz—XzO^ds.
г г

(20)

Заметим, что если ввести трехмерные векторы г= (х и хг, 0)т, а =

=  (а„ а2, 0)т, то Ш =  ф  [rXo]ds=Me3, где е3 — единичный орт (0, 0, 1)т.
г

В рассматриваемом приближении из (19) и (20) с учетом (11) имеем

F =  —гсор ф  фооП ds
Г

- г Л (icp0,n+i|)o0s) ds =

= — /сор ф  фо0п d$—Z0 ф [тфо1П"Ьф
ds

00 —  +  (v ',n )n
Os

ds,

M= Ф (r, s)cp00 ds—Z0 ф [гф0|(г ,8 )—i|)oo(r,n)]ds =
г

фоо=  - т р  Ф (роо (г, s)ds—Z0 ф  |  /.(г, s) ф0, - ( г. у - )  
г г

+  (xlv20—x 2v,0) -  (г, s) (v°, n) ] ds.

Скорость на Г недеформируемого тела зададим равеиством
v°(r°) =  (v1, v2)T+ Q (—z2, а;,)1'.

(21)

(22)

Введем не зависящие от координат трехмерные векторы обобщенной 
колебательной скорости U =(i;,, v2, Q)T и силы F = (F U 1'\, М)Т, связан­
ные линейным соотношением

F=ZU. (23)

Здесь Z=(Zij) — тензор импеданса среды колеблющемуся телу, частным 
случаем которого является тензор реактанса присоединенных масс для 
идеальной жидкости [8]. Сопоставление (21) —(23) позволяет опреде­
лить компоненты Zn тензора импеданса.

Одним из важнейших приложений теории малых колебаний тел в 
среде являются колебательные импедансные измерения вязкоупругих 
свойств жидкостей и газов [1, 9]. Из (21) следует, что присоединенные 
массы определяются как первыми слагаемыми, существующими и в слу­
чае идеальной жидкости, так и мнимыми частями последующих слагае­
мых, обусловленными реактансом сдвиговых волн, причем для ньютонов­
ской жидкости добавки к присоединенным массам пропорциональны
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p*e>-V . Резистанс среды колеблющемуся телу в использованном при­
ближении обусловлен только сдвиговыми волнами, что доказывает воз­
можность использования зондов, вытесняющих среду при своих коле­
баниях (неидеальных [1]), для измерения динамической сдвиговой вяз­
кости т], если резистанс излучения продольных волн пренебрежимо мал 
в сравнении с резистансом излучения сдвиговых волн [1].

На бесконечности обе экспоненты exp(ik,r) и exp(iktr) затухают, по 
первая значительно медленнее, так как |» |/с ,|, Im &,<Re kh величи­
ны Re kt и Im к, сопоставимы, а для ньютоновской жидкости равны. По­
этому v(r) ^  V<р(г) при |/с/|г»1. Имеем из (2), (4), (7), (14), (18)

ч ___

v(r)= i?„(ei'i'r/yr)er, er=(cosq5, sincp)r,

Р (r ) = P->o(eik‘rl Y r ) ,
i — f~ Jlk / -1 v

i;oo — e 4 кi 1 /  2 1 “b ^i)cos Ф “b (a2 +  hi ^2) s*n ф] О j у (24)

^cc=pc,i;()0
Следовательно, в вязкой жидкости происходит дополнительное излу­

чение звука в среду, на механизм которого по-видимому, впервые было 
указано в работе [10].

2. Пусть Q=£0, тогда функция фоо(г) при г-*«> растет не медленнее, 
чем In г. Потребуем, чтобы она имела минимальный возможный рост 
на бесконечности (принцип «минимальной особенности» Ван-Дайка [И ]), 
тогда

фоо(г) =  —— In Н -С о+ ^г); Ди;(г) =  0, г ^ Д
А я

0 _ ± _  
2я дп

In г г ^ Г ,

« ;(° ° )= 0 ,

где С0 — постоянная. Главный член внешнего разложения имеет вид

%оо =  — (к,г), (26)
4

откуда следует, что

Со =  - iQ [ 2i 1 О
i + — (C-ln  2) J ,  ф00, ( г )= ^

я 2л ’
(27)

где С=0,577...— постоянная Эйлера. Если функция w(r) найдена, то 
функция фоо(г) определяется так же, как и ранее, что завершает построе­
ние первого приближения. Асимптотика w(r) при имеет вид (18).
Построим второе приближение. Как и ранее, можно положить ф10 (г) =  
= ф 1П' (г) =%10(г) =0. На Г получаем такие же граничные условия и по­
тому ф01/( г ) ^ ф 011(г)=0. Для функции ф<н(г) снова получим задачу (17), 
функция %01 определяется формулой (18). Из (2), (4) и (26) находим 
поля скоростей и давлений в дальней зоне (см. (24)):

vоо /
 к  Г  О —i —  г  — Т

~2п Т Г  6 ‘ 4 +  n k ‘e'  4 ^  C0S ̂  s in  ф) 1

(28)
Рао

Из-за монопольного излучения звука тело нагружается существенно
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большим резистансом его излучения, чем при Q=0, что неприемлемо 
для реализации импедансных измерений комплексной сдвиговой вязкости.

Рассмотрим дифракцию плоской продольной волны П (г  ) = и 0х -  
•exp(ift,(x, г)), |х | =  1, на жестком теле D. Дифрагированное поле v(r) 
удовлетворяет граничному условию v ( r ) = —П(г) на Г и условию по- 
гашаемости на бесконечности. Разлагая экспоненту в ряд по степе­
ням /с/, получаем

q

-фоо(г)  | г  = - У о ( и , п )  |г. ( 2 9 )
ап

Следовательно, (>=0 и ср0о, Хоо строятся, как и выше, фооЧг)—фооЧг)—0. 
Коэффициенты аь а2 (см. (13)) выражаются через компоненты тензора 
присоединенных масс и площадь S  области D. Далее cp0i1 (г) = 0  и

Лф,о(г)=0, г е Д  У, геГ. (30)
дп 2 дп

Отсюда следует, что Q, =  Ф (d<pl0(t)/dn)ds=iv0S. Поэтому ф10(г), %ю(т)
Г

вычисляются по формулам (25) — (27), в которых Q заменяется на Qx, 
так что

А 11} S
Хю (г)=---- —1706'//0(1> (k,r), cpio(г) =  In r+C0+w(г), (31)

4 2л

ФюЧг)= С0 =  - j-  [ 1 +  —  (С-1п2)1 .
2л 4 L л 1

Здесь и? (г) — решение задачи Неймана
L д

Д ( г )  =  0, г е Д  dw/dn = --- - г 0- — (х, г )2 +
2 дп

•  Q

+ —  V0S ---- In Г, Г^Г; 1/;(оо)=0. (32)
2 л дп

Для функции ф0|(г) снова получаем задачу Неймана (17). В данном 
случае ф10 (г) =?̂ 0, так как граничные данные зависят от к,. В дальней 
зоне ( |f c |r » l )  имеем из (2), (5), (14), (24), полагая Ф—Xoo+eiXio+e2Xoi

- 2J -  +  («1 +  % )  cos ф +  (а,

Введем следующую характеристику рассеянного поля

Ь = - П с ф  (a, v)ds/lBep„'(v0,y )  |.г],
Г

где ро — давление в падающей волне. При отсутствии поглощения в сре­
де L  в точности совпадает с поперечником рассеяния. Для неидеальной 
жидкости определение (34) приемлемо при Imfc,<Re/c/ и \k,\d<£i, при­
чем поперечник рассеяния, обусловленный сдвиговыми волнами, можно 
назвать поперечником поглощения. Знаменатель в формуле (34) с по­
грешностью порядка d. Im kt можно принять равным и02рс (где с=
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=  Re((o//cf)) . Согласно граничному условию, на Г
со

v°(r ) |г = .- V 0x  exp [ i/tj (х, г)] | г — -1>0к [  1 +  У . ■ ] _
L п \  J

7 1 = 1

Тогда с точностью до слагаемых ( |e i |2+ |e 2|2) (|1п |е,| |) получаем 

Re Ф  (<J, \°)d$=v0 Re ф  {—шрф00(х, n) +  £сор/с,ф10(х,п)Н-
I* г

+сорАф<ю(и, п) (х, гп)4- Z0[^00(xy s) +  lepoi (х, n) ]}ds. (35)

Отсюда следует, что поперечник поглощения определяется формулой

А» /“ЧУ

V0pC
Re Zn SФ  [фоо(х, S)+ Йр01 (я. И) ] ds. (36)

Сравнивая с (21) и (23), получаем
L ^ R / p c , (37)

где R — погонный резистанс излучения сдвиговых воли телом при его 
колебаниях, поляризованных вдоль вектора х. Так как функция ср00 ве­
щественна, то первое слагаемое в (35) равно нулю и поперечник рассея­
ния определяется вторым и третьим слагаемыми. Он также может быть 
определен по полю продольной волны в дальней зоне. Интегрируя плот­
ность потока мощности но окружности большого радиуса, получаем для 
поперечника рассеяния

2л

L v ^ -
1

v*pc
Re со d(p.

Из (33) имеем
1

|A,| (R e£,)2[ s 2+2n + а'
к, ) | .

(38)

(39)

Пусть Г — эллипс х 1г/аг+х2г1Ь2= 1, 0<& <а. В эллиптических коорди­
натах ^ ,= d c h |c o s a , £2= d s h § s in a , d2=az—b'\ контур Г задается урав­
нением | = | 0; elo={a+b)Id. На Г имеем d/dn=h~id/dbn d/ds=—h~ld/da, 
ds=hda, где h= {a2 cos2 a+b2 sin2 a ) 1/z, n=h~l(b cos a, a sin a )T, s=  
=  (—n2, n{)T, радиус кривизны эллипса R = h 3(ab)-\

Рассмотрим произвольные двумерные колебания бесконечного эллип­
тического цилиндра (см. (22))

v°(r) |r= (tfi—Qb sin a, v2+Q.a cosa)r . (40)

Решение задачи Неймана (6), (11) при cpoo(°°)=0 имеет вид
1

Ф о о ( г ) = —  е а 'o)(^ibcos+i?2a s in a ) ----------Qd2e~2a~U) sin 2a. (41)
4

Далее получаем на Г
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Учитывая, что (ду01/дп) j r= —i(dty0olds) |г, запишем

ф01 (г) =  X j {e-(2’,- |,,{- w [J4i„_i cos(2rc— l)a + B 2n-i'sin(2«—l) a ]  +
n—1

где

-Агп- i  —

Bzn-i  — —

Д1 +  Р)
2(2re—1) я

Д1+Р)
2 ( 2 л - 1 ) я

g 2n Sjn 2na},

v, [ ( 1 - p 2) ( / „ + / „ _ i - / n- 2 - / B+i) +  4 (/,,_ ,+ /„ ) ] ,

»*[ (1 —P1) ( / - —/ —i—/ —.+ /« + .)  +  4 0 - . —/ - ) ] .

( 4 2 )

4 iQa
b 2,. = -------( i -p * )0 .- ,

П Л

я/2

r f cos 2no.
Я/2

da, ]n =  J
cos 2na

д

р=/с' = Ь/а

имеем
41

day

Bi

я ( 1 -Р )  
4 i

В s

я ( 1 - р )
4iQaji

(E—K)y,;

((J2K—E ) i;2;

[ (1+P2)K —2E],
я ( 1 + р 2)

где E, К — полные эллиптические интег­
ралы [12].

Используя (21) и (22), находим для 
погонной обобщенной силы сопротивле­
ния среды

Е= (2цУ1, Z22V2, Z33£2)T,

Влияние формы эллиптического 
цилиндра на компоненты импе­
данса сдвиговых волн: J-cx.nl 
/4ZotfE; 2 — сьг/М&Е; 2 — (Xwl
l2naZ<,\ 4 -  a-xIZnaZo; 5 -  а 3з//4Z0a3E; 6‘ - азз/2яа320

/1  +  R\
Z ,,= —icop^62+4Z0a -—— (К—E), 

222= -  mpna2+/,Z„a ( ~  ) (E -  Г  К),
(44)

л d4
Z33= —top —— +  4Z0a3£2K,

8
где Zu — компоненты тензора импеданса. Ввиду симметрии эллипса отно­
сительно его осей тензор импеданса среды диагоналей, т. е. колебания 
вдоль осей х { и х2, а также вращательные колебания независимы.

На рисунке приведены зависимости компонент аи тензора погонного 
импеданса сдвиговых волн от р, нормированных соответственно по 4Z0aE 
u 4Z0a3E (кривые 1, 2, 5), где 4аЕ — периметр эллипса. Зависимость тех 
же компонент погонного импеданса, нормированных по погонному импе­
дансу кругового цилиндра отражена кривыми 5, 4, 6. Таким образом,



с увеличением длины контура Г вдоль направления колебаний импеданс 
сдвиговых волн возрастает, однако эту закономерность несколько услож­
няет влияние вытеснения среды неидеальным зондом на импеданс сдви­
говых волн, чем обусловлено незначительное увеличение импеданса при 
малых эксцентриситетах (кривая 3) и уменьшение импеданса с умень­
шением р (кривая 2).

При дифракции плоской продольной волны на жестком теле D гра­
ница которого Г есть эллипс, имеем

фао(г)=1>0е_(*“5о)(йх, cos а +ах2 sin а ) . (45)

Из формул (13), (14), (18) следует, что

Хоо(г) = ------------  Ъх 1-—  +
41 L дхх

Хю ( < • ) = -  —  Л ”  ( к , г ) ,
4

iv0ab
Ф ю (г)=----- -— In r+Co+w(r), (46)

С„ =
nab

J  1 +  —  ( C - l n 2 ) l ,
L Л J

I V  о
w(r) = ---- 7 — £ 2а lo) [ (я24-&2)х ,%2 s in  2а+аЬ(х12—x22)cos 2а] +

со

~2

2 п
cos 2дга.

Решение задачи (17) имеет вид

фо. (г) =  —  Уо (а+ь)  ^  е - (г"+‘ )(^ .>  [и, cos (2га+1 ) а + и 2 (/n+fn-м)X
л «=0

X sin (2гс+1)а]
Сопоставляя с (18), получаем

1
Xoi (г) — ~  —  0̂ (1 -р )  ki [х, (2К—Е )cos а + х 2 (E -2ji2K) sin а] Я,(,) (/ с ,г ).

Сравнивая выражения для Хоо, Х«> и Х<м с (33), имеем, устремляя
г  К  о о :

а, =  — а2х,р(1+р), а2 =  ^—агх2( 1+р),

Ь« =  х ,(2 К -Е ), Ь2 = - - Ш _  х2 (Е—2ргК).
я ( 1 - Р ) я ( 1 - р )

Формулы (3!)) и (47) определяют поперечник рассеяния
1

А . -  ~ г  I *4
< | Ц i  +

1
2(3; [  ( 1 + ^ ) г (х , Т + * 2г) +

+
4 (2К—Е )2+ (Е —2р2К)

Я' (1 —р )г | &,а

(47)

(48)

345



Отсюда следует, что дополнительным поперечником рассеяния про­
дольных волн из-за неидеальпости жидкости практически можно пре­
небречь, поперечник же поглощения может быть сопоставим с попереч­
ником рассеяния и превышать его. Он увеличивается с увеличением час­
тоты, плотности и вязкости жидкости.
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MIXED SHORT-LONG WAVE APPROXIMATION FOR PLANE PROBLEMS 
OF DIFFRACTION AND ASCILLATION OF BODIES IN A VISCOUS

ELASTIC LIQUID

M e t h o d s  o f  a s y m p t o t i c  e x p a n s i o n s  o f  s o l u t i o n s  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  p r o b l e m s  o f  
d i f f r a c t i o n  a n d  a s c i l l a t i o n s  o f  b o u n d e d  c o n v e x  b o d i e s  p l a c e d  i n t o  a  h o m o g e n e o u s  
i s o t r o p i c  v i s c o u s  e l a s t i c  l i q u i d  a r e  d e v e l o p e d .  T h e  l e n g t h  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  w a v e  is  

s u p p o s e d  t o  b e  l a r g e  a n d  t h e  l e n g t h  o f  t h e  t r a n s v e r s e  o n e  -  s m a l l  w i t h  r e s p e c t  t o  
d i a m e t e r  o f  a  b o d y .  T h e  e l l i p t i c  b o d y  i s  c o n s i d e r e d  a s  a n  e x a m p l e .

346


