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Описываются быстрые алгоритмы вычислении собственных функций 
голосового тракта применительно к задачам артикуляторного синтеза 
речи и анализа формы речевого тракта по параметрам речевого сигнала. 
Исследованы методы пристрелки в решении уравнения речевого тракта -  
прямая прогонка, встречная прогонка с сшиванием, методы эквивалент­
ной задачи Коши и фазовой функции.

В задачах артикуляторного синтеза речи и анализа формы речевого 
тракта необходимо располагать средствами для вычисления собственных

речевого тракта. Известны алгоритмы, использующие разложение в ряд 
логарифмической функции площади поперечного сечения и метод малых 
возмущений [1]. В нервом случае для достижения хорошей точности тре­
буется учет большого числа членов разложения, а второй метод дает удо­
влетворительные результаты при отклонении функции S ( x )  в пределах 
10% нейтрального положения, чем не исчерпывается многообразие форм 
речевого тракта. Метод длинной линии 12], устойчивый для широкого 
класса функций S(x)> требует очень большого объема вычислений. Метод 
Галеркина [3] значительно быстрее метода длинной линии и сеточных ме­
тодов, но время вычислений и объем программного обеспечения все же ве­
лики.

Существует группа методов решения задачи на собственные значения, 
использующих конечно-разностные методы решения дифференциальных 
уравнений и соответствующих систем линейных уравнений. Разностные 
методы решения требуют число операций, не пропорциональное п \  как в 
методе длинной линии, а пропорциональное п  ( п  — число отсчетов прост­
ранственной моды акустических колебаний). В результате объем вычисле­
ний по сравнению с методом длинной линии может сократиться примерно 
на три порядка. Хотя параметры задачи, строго говоря, не удовлетворяют 
требованиям к уравнениям, решаемым этими методами, была предпринята 
попытка их модификации с целью поиска устойчивых вычислительных 
схем. В данной работе рассмотрены методы монотонной прогонки, встреч­
ной прогонки с сшиванием, эквивалентной задачи Коши и фазовой функ­
ции.

Для неразветвленпого речевого тракта с жесткими стенками и при от­
сутствии потерь справедливо волновое уравнение для малых амплитуд 
(уравнение Вебстера)

где Ф (х , t) — потенциал скорости частиц, с — скорость звука.
Ограничиваясь случаем медленных перестроек речевого аппарата, ре­

шение (1) находим в виде стоячих волн методом разделения переменных.

функций (собственных частот) по функции площади поперечного сечения

S ( x , t )  дх

1 д д Ф  1 д 2Ф

д х  с2 d t 2 (D
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В результате уравнение пространственной моды имеет вид
( Л р У + ^ & р - 0, (2)

где X — собственное значение, ф — собственная функция, штрих означает 
производную по х. Задача поиска резонансных частот со=Хс речевого трак­
та сводится к решению уравнения Штурма — Лиувилля (2) с некоторыми 
граничными условиями. Принимая краевое условие на голосовой щели nai 
фазе сомкнутых голосовых складок в виде ф '=0, для поиска X составим 
функцию невязки 6ф(Я) =d<p(x)/dx\xs=t, I — длина тракта. Искомое решение- 
находится из нелинейного алгебраического уравнения

&у(Х)\х=1=0. . (3)'
На излучающем конце краевое условие принимается с учетом импедан­

са излучения ZH, т. е. рф—2 иф|/со=0, где Z„=8W 3n, а — радиус ротового» 
отверстия.

При конечно-разностных аппроксимациях методы решения в разной 
степени чувствительны к скачкообразным изменениям функции S(x).  По­
этому целесообразно рассмотреть характеристики нескольких вычислитель­
ных схем.

• Используя центральные разности первого и второго порядков, аппро­
ксимируем уравнение (2) следующей системой линейных алгебраических 
уравнений:

а,ф,-1-6^+С«ф;+1=0, (4)
где

_  S i+l—Si~i Si+i+Si-i
a i~  4 Si ’ AS, '

Ь(= 2—(AxX)z, i= \ ,n .

Краевые условия запишем в виде состояний ф1—ф2=0, ф„(1— ZMAx( 
//сор)—фп_1=0, где п — число отсчетов собственной функции. Уравнение 
(2) можно решать либо как задачу с граничными условиями, либо как 
задачу с начальными условиями. В соответствии с этим рассматриваются 
следующие алгоритмы поиска собственных значений для исходной гранич­
ной задачи: метод монотонной прогонки, метод встречной прогонки с сши- 
вапием, метод фазовой функции, метод эквивалентной задачи Коши/

Метод монотонной прогонки [4] заключается в пересчете краевого- 
условия в коэффициенты прогонки (прямой ход прогонки) и вычислении 
значений функции по прогоночным коэффициентам. Прогоночиые коэффи­
циенты вычисляются рекуррентио по а„ Ь,, с, в направлении возрастания 
аргумента: ai='c,l (Ъ,—а,а ,-,), где £=2, п=4у причем р,,=(),.
^1=0, а„=0, a i= l / (  1+гнАх/}щ)).

Значение функции ср в точке п: ф,1= (Рп-а„рп- |) / ( 1 - а „ а п_1). Решение 
вычисляется в направлении убывания аргумента от г-й точки, т. е.

Ф<-1=а,- ,фа—hpi-i. (5)

Для хорошей обусловленности данной разностной задачи при неболь­
ших п достаточно выполнения условия диагонального доминирования в 
матрице коэффициентов системы. При этом предполагаются ограничения 
па гладкость коэффициентов разностного уравнения [4]. Для диапазона 
реальных значений Ах и X можно считать, что это условие приближенно 
выполняется. Скачкообразное изменение функции S(x) в некоторых точ­
ках может приводить к плохой обусловленности системы (4), но невыпол­
нение условия доминирования не обязательно приводит к срыву алгорит­
ма. Поэтому только численным моделированием можно установить пара­
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метры устойчивого метода с удовлетворительными точностными характе
ристиками.

Как показывают экспериментальные данные, речевой тракт содержит 
по крайней мере одну точку, в которой функция S (x ) испытывает скачко­
образное изменение. Метод встречной прогонки с сшиванием с использо­
ванием информации о поведении решения в точке разрыва позволяет найти 
устойчивые решения. В окрестности ,г0 условия неразрывности давления 
и потока скорости следующие:

Р~{х0, t )= P +(xо, г).

дР~
дх Х=хс

S  (£о) =
дР+
дх

S+(x о),

где Р~(х) и Р+(х) — давления слева и справа от х0, S~{x0) и (х0) — зна­
чения площади слева и справа от х0, дР~(х)/дх и дР+ (х)/дх — производ­
ные давления слева и справа от х0. Условия непрерывности, представляю­
щие собой нулевое приближение метода, используемого в [5], справедли­
вы в предположении и при отсутствии взаимодействия между об­
ластью разрыва и источником возбуждения.

В результате элементарных преобразований из (5) п (6) для точек т 
и т + 1  получаем значение функции в точке сшивания т :

Р  m  + 1  * ^ т + Р  m  - 1

S m~ ( 1 — GU-, ) +Sm+ (1 —СС« +,)

Дальнейшие расчеты производятся но формуле (5) с учетом соответ­
ствующих коэффициентов встречной прогонки [4]. Таким образом, исход­
ная граничная задача разбита на две, где S(x) можно считать гладкой. 
При этом существенно, что число вычислительных операций осталось та­
ким же, как и в монотонной прогонке. Ограничением данного алгоритма 
является рассмотрение только одной точки излома, чем реальные конфи­
гурации S(x)  в общем случае не исчерпываются.

Метод эквивалентной задачи Коши заключается в решении (2) как за­
дачи с начальными условиями. Метод пристрелки в данном случае состоит 
в решении системы линейных уравнений (4) и уравнения (5) относитель­
но X. Вместо краевых условий здесь используются начальные условия 
<р, = 1, cp2=l+Z„A.r//(!)p.

Известно, что схема решения краевой задачи методом эквивалентной 
задачи с начальными условиями для данного уравнения приводит к на­
коплению вычислительной погрешности независимо от вида коэффициен­
тов разностного уравнения [4]. Однако для определенного класса функций 
5(х) задача оказалась устойчивой.

Описанный в [6] метод фазовой функции позволяет перейти, используя 
вспомогательную фазовую функцию 0 (я), от уравнения второго порядка 
к уравнению первого порядка

—— cos2 Q(x)+\2S(x)s'm2 0(х) 
S(x)

с граничными условиями
0(0) =arcctg(ZHS (0)//сор), 0 (гг) = р + т л ,

где 0 — координата на голосовой щели, п — на губах, 0=^а<л, О ^р^л , т — 
число собственных значений.

Полагая т = 0, 1, 2 . . .  и интегрируя (8) с начальным условием (9), соб­
ственные числа получим по очереди в результате решения нелинейного
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уравнения 0 (л )= р + т я  относительно X. Рассмотренный метод привлекате­
лен тем, что он не накладывает ограничений на гладкость производной 
функции *9(я).

Речевой тракт при наличии носовой полости представляет собой раз­
ветвленную акустическую систему, каждая из полостей которой описыва­
ется соответствующим волновым уравнением, аналогичным уравнению (1). 
Обозначая собственные функции фарннгпальной, ротовой и носовой по­
лостей соответственно через ср, *у, %, сопряжение полостей осуществим с 
помощью условий неразрывности давления и потока скорости в любой точ­
ке тракта [7]:

ф(4, 0 = 7 (0 , 0=Х (0, t),

е  I _ ^ е |  , 5 Х с |
Оо |х —1« —  —  ^ 1  I i/= /o  +  "  *->2ох ди dz

где 50, S u S2— площади поперечных сечений соответствующих полостей. 
Предполагая 5 0, S и S2 медленно изменяющимися во времени, производны­
ми по t пренебрегаем.

Комбинированный метод решения уравнения разветвленного тракта 
заключается в интегрировании в каждой полости разностными методами, 
приведенными выше, и вычислении функции невязки /(А,) в точке соеди­
нения полостей

Искомое значение А. получаем из решения алгебраического уравнения.
В соответствии с ограничениями на функцию S(x)  в фаригиальной,. 

ротовой и носовой полостях применялись соответственно методы встреч­
ной и односторонней прогонок н метод Коши. Данная конфигурация мето­
дов устойчива и наиболее экономична, так как не требует дополнительных 
пристрелок в каждой в отдельности полости.

Оценка точности и устойчивости методов была сначала проведена для 
однородной акустической трубы и трубы с изломом с граничными условия­
ми ф (0) =ф ' (/)= 0 , для которых известны аналитические решения. ПТаг 
дискретизации по пространственной координате Ая=0,5 см. Регулярная 
ошибка для монотонной прогонки и задачи с начальными условиями менее 
1,5%. Для встречной прогонки ошибка частотно-зависима и возрастает до 
2,5% на пятом резонансе. Метод фазовой функции показал устойчивое ре­
шение при Д#=0,25 см и максимальную погрешность —2%.

Для исследуемых методов характерно различное поведение невязки 
краевого условия как функции частоты. В задаче с начальными условиями 
невязка монотонно меняется при варьировании и метод меисо критичен к 
выбору шага дискретизации при решении нелинейного уравнения. Алго­
ритмы прогонки имеют область неустойчивого поведения невязки при зна­
чениях параметра А,, находящегося приблизительно на равном удалении 
от корней уравнения, и ширина области неустойчивости существенно за­
висит от гладкости функции площади. Таким образом, область сходимости 
сужается, и для обеспечения устойчивости и предотвращения арифметиче­
ского переполнения необходим меньший шаг по А,, что в целом понижает 
скорость алгоритма пристрелки.

Результаты численного анализа для трубы с изломом (см. таблицу) 
показывают, что при выбранном шаге 0,5 см погрешность минимальна для 
встречной прогонки (менее 4%),  в то время как метод Коши при выбран­
ном параметре Ах оказался непригодным.

Далее в качестве исходных данных для моделирования использовались 
площади поперечного сечения речевого тракта, определенные но рентге-
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С о б с т в е н н ы е  ч а с т о т ы  а к у с т и ч е с к о й  т р у б ы  с  и з л о м о м

Методы F1 F2 FS Fi

Аналитическое решение 320 1200 2300 3430
Встречная прогонка 333 1249 2317 3412
Метод Коши 178 1125 2204 3292
Метод фазовой функции 295 1191 2233 3290

нографическим измерениям и [7]. Результаты расчета разностными мето­
дами сравнивались с резонансными частотами, полученными спектраль­
ным анализом для соответствующих форм тракта. Относительная погреш­
ность вычисления резонансов приведена на рис. 1—4. Алгоритм пристрел­
ки Коши показал устойчивое решение при шаге Дя=0,5 см при средней 
относительной ошибке для первых трех резонансов 7%. Монотонная про­
гонка при данном шаге неустойчива в полосе частот выше 2 кГц, что при­
водит к потере корней-в этом диапазоне. Результаты по монотонной про­
гонке показаны для Дя=0,5 см. Учет скачка функции S(x) в фаринги- 
альной полости позволяет избежать неустойчивости, поэтому алгоритм 
отслеживает все резонансы при Ах==0,5 см и после учета регулярной по­
грешности максимальная погрешность составляет —15%. Метод фазовой 
функции устойчив в широком спектре исследуемых частот, и средняя по­
грешность по трем формантам около 5%, однако для алгоритма необходим 
вдвое меньший шаг по координате х. Алгоритмы, использующие встреч­
ную прогонку, требуют шаг по X порядка 0,01 1/см при решении нелиней­
ного уравнения. Для задачи с начальными условиями этот параметр дол­
жен быть не менее 0,08 1/см. Результаты расчета четвертой и пятой фор­
мант хорошо коррелируют с данными, полученными в [7] на ЭВМ.

Некоторое повышение точности обеспечивается уменьшением шага 
дискретизации Дя с помощью сплайн-интерполяции третьего порядка. Вы­
игрыш но точности для метода Коши находится в пределах 2% при умень­
шении шага дискретизации в 2 раза. Для монотонной прогонки сплайн 
принципиально необходим для отслеживания всех решений. В алгоритме 
фазовой функции интерполяция ощутимого выигрыша не дает. Зависи­
мость точности вычислений от расстройки по частоте носит пороговый ха­
рактер и максимальный шаг при решении нелинейного алгебраического 
уравнения определяется на границе срыва поиска корней. Требуемая точ­
ность достигается за четыре-пять итераций. Для эксперимента с развет­
вленным трактом использовались данные о площади поперечного сечения 
носового и голосового трактов из [7]. Средняя погрешность комбинирован­
ного метода не превышает 15% при одинаковой скорости вычислений с 
методом Коши.

Применение конкретного метода диктуется формой речевого тракта и 
требованиями к скорости обработки данных. Алгоритм монотонной прогон­
ки осуществляет устойчивый поиск корней уравнения Вебстера с макси­
мальной погрешностью 10% при использовании сплайн-интерполяции с 
уменьшением шага в 3 раза. Для гладких функций S(x)  прогонка функ­
ционирует не требуя интерполяции, и при таких условиях метод по ско­
рости наиболее эффективен. Метод эквивалентной задачи с начальными 
условиями устойчив при шаге дискретизации по X, большем в 7—8 раз по 
сравнению с методом прогонки, однако возможно появление дополнитель­
ных формант. В силу специфики использования метод встречной прогонки 
целесообразно применять как процедуру интегрирования в фарингиальиой 
полости, где имеет место только один скачок функции S (х). Общая эффек­
тивность метода фазовой функции в несколько раз ниже алгоритма Коши,

365



%

Рис. 1

%

Рис. 1. Относительная погрешность расчета методом Коши: 1 -  первая форманта,
2 -  вторая форманта, 3 -  третья форманта

Рис. 2. Относительная погрешность расчета методом фазовой функции: / -  первая
форманта, 2 -  вторая форманта, 3 -  третья форманта

% %

Рис. 4
Рис. 3. Относительная погрешность расчета методом прогонки: 1 -  первая форман­

та, 2 -  вторая форманта, 3 -  третья форманта
Рис. 4. Относительная погрешность расчета методом встречной прогонки с сшива­

нием: 1 -  первая форманта, 2 -  вторая форманта, 3 -  третья форманта

хотя ниже и относительная погрешность (до 5%).  Метод фазовой функ­
ции дает ошибки при расчете собственных функций, поэтому использова­
ние метода целесообразно только для расчета формантных частот.

Несмотря на невыполнение теоретических условий устойчивости, ре­
зультаты моделирования показывают, что при модификации методов и 
оптимизации параметров могут быть достигнуты устойчивые решения. 
Средняя погрешность вычислений для исследуемых методов лежит в пре­
делах частотной дифференциации при восприятии речи. Проведенный ана­
лиз и экспериментальная проверка устойчивости и сходимости вычисли­
тельных процессов для рассмотренных выше алгоритмов позволяют сделать 
вывод о целесообразности применения методов в целях артикуляторного 
синтеза и задачах анализа. Достигнутая скорость вычислений достаточно 
велика для реализации в реальном масштабе времени на существующей 
стандартной микропроцессорной базе.
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FAST ALGORITHMS FOR DETERMINATION OF EIGENFUNCTIONS
OF THE VOCAL TRACT

/
Fast algorithms for determination of eigenfunctions of the vocal tract are consi­

dered. These algorithms are intended for an application to articulatory speech synthesis 
and shape analysis of the vocal tract using speech signal parameters. Four methods are 
investigated: the direct factorization, the two-direction factorization with conjuction in 
the point of discontinuity, the method of the equivalent Cauchy’s problem and the 
phase function method. The average calculation errors of formant frequencies are about 
5%. The computation time is a factor of 103 lower then in the long line method.


