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ПРИБЛИЖЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ ВЫРАЖЕНИЯ 
ДЛЯ СКОРОСТИ ВОЛН РЭЛЕЯ В ИЗОТРОПНЫХ СРЕДАХ

И НА БАЗИСНОЙ ПЛОСКОСТИ В ВЫСОКОСИММЕТРИЧНЫХ
КРИСТАЛЛАХ

Исследуются различные пути нахождения приближенных аналити­
ческих выражений для скорости волн Рэлея в изотропных средах и па 
базисной плоскости ромбических, тетрагональных, гексагональных и ку­
бических кристаллов. Формула Бергмана -  Викторова для скорости воли 
Рэлея в изотропных средах обобщается на анизотропный случай. Полу­
чена и другая приближенная формула, имеющая в изотропном случае точ­
ность, лучшую, чем формула Бергмана -  Викторова.

Вопрос о скорости распространения рэлеевских волн ип затрагивается 
практически в каждом обзоре или монографии, касающихся поверхностных 
акустических волн в твердых телах. Имеется также ряд специальных от­
дельных публикаций, в том числе работы [1—5], посвященные исследова­
нию дисперсионного уравнения для волн Рэлея в изотропных средах. Для 
изотропных сред, в частности, широко известно и применяется в оценоч­
ных расчетах следующее приближенное выражение для Vn [6, 7]:

^ M -r i= (0 ,8 7 + l,1 2 v ) /( l+ v )  (1)
где vt — скорость объемных сдвиговых воли, v — коэффициент Пуассона. 
В литературе приводятся и другие формы записи этого выражения — через 
упругие модули с1и с12 [8]:

г]= (0,87с11+2с12)/(с1|4-2с,2) (2)

и через отношение скоростей (vt/vi) объемных сдвиговых и продольных 
волн [9]:

г] ==[ 0,718—(у,М )2]/[ 0,75— (v jv ,)2]. (3)

Обсуждаемое соотношение иногда называют формулой Викторова [9]. Да­
лее будем ссылаться на это соотношение как на формулу Бергмана — Вик­
торова, поскольку, с одной стороны, из цитируемых в современной литера­
туре работ, в которых приводится это соотношение, первой была моногра­
фия Бергмана, а с другой — термин «формула Викторова» уже получил 
определенное распространение в литературе. Как показывает приведенное 
и монографии [10] сравнение выражения (1) с точным численным реше­
нием, относительная погрешность этого выражения составляет менее 0,5% 
при любых значениях коэффициента Пуассона, соответствующих реаль­
ным изотропным средам.

Возможность использования соотношения (1) для поверхностных аку­
стических волн в кристаллах обсуждалась в работе [11]. При этом для до­
стижения лучшего согласия с точным решением предлагалась эмпириче­
ская корректировка числовых коэффициентов, входящих в формулу (1). 
Известны также приближенные выражения для скорости глубокоирони-
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кающих, близких к объемным волн Рэлея в сильно анизотропных высоко- 
симметричных кристаллах [12—16]. Наиболее общей из них является фор­
мула ;

v J v t ^ l - c ^ C u c d  [2(cltcM- c ls2)2] , (4)
следующая из результатов работы [15]. Формула (4) относится к волнам 
Рэлея, распространяющимся в х-направлении тетрагонального кристалла
2-среза; сн, с13, с33,. с05 — соответствующие упругие модули. Однако полу­
чить отсюда выражения (1) —(3) с помощью предельного перехода к 
изотропной среде нельзя. Что же касается получаемого при таком пре­
дельном переходе выражения, то оно имеет точность, худшую, чем соот­
ношения (1) — (3).

Цель настоящей работы — вывод простого аналитического выражения 
для скорости волн Рэлея па базисной плоскости высокосимметричных 
кристаллов (ромбической, тетрагональной, гексагональной и кубической 
сингоний), которое объединяет и включает в себя как частный случай 
формулы (1) —(4). Помимо этого в работе получена еще одна формула 
для скорости волн Рэлея в изотропных средах, которая более точна, чем 
формула Бергмана — Викторова, и также обобщается на анизотропный 
случай. ■

Будем считать, что дисперсионное уравнение для поверхностных волн 
имеет вид 2)(г\)=0. Значение rj, используемое в качестве начального 
приближения для решения данного уравнения, обозначим через ?]0. Тогда 
в первом порядке по отклонению Дт]=т]—т]0 легко получить, что

Д л = - 0 Ы / (^/3*1)1,=™. (5)
Дальнейшая процедура приближенного расчета скорости волн Рэлея не 
является однозначной. С одной стороны, возможна частичная факториза­
ция дисперсионного уравнения, и для нахождения его решения можно 
использовать либо усеченную (факторизованную) часть, либо полную 
форму этого уравнения. С другой стороны, имеется множество вариантов 
выбора значений для начального приближения. Ниже будут рассмотре­
ны два варианта расчета vn> дающие близкие к (1) результаты. Отметим, 
что, хотя выражение (1) весьма часто приводится в монографиях или об­
зорах, касающихся волн Рэлея, ни в одной или одном из них, за исклю­
чением монографий [17, 18], о которых речь пойдет ниже, процедура 
вывода выражения (1) и сам вопрос о том, можно ли его вывести или это 
эмпирическое соотношение, не затрагиваются. Следует добавить, что и в 
издании монографии [7] на английском языке, так же как в ее издании 
на русском, вывод формулы (1) отсутствует, песмотря на противополож­
ное впечатление, создающееся при знакомстве с обзором [8].

Фазовая скорость воли Рэлея в изотропных средах определяется ди­
сперсионным уравнением

(k2+s2)2=4k2qs, (6)'

где /с=(о/г;л; к , о) — волновое число и частота волн Рэлея; &,2= /г —к 2, q2= 
=/с2-/с,2, Уравнение (6) после возведения его в квадрат при­
водится, как известно, к виду

3 ) n ^ fD n ^ y \2W - 8т]4+ 8(3—2Г)т|2—16(1—Г )]= 0 , (7)

где %2=Vt2lv,2= (  1—2v)/(2—2v). Рассмотрим первоначально случай, когда 
в качестве дисперсионного уравнения, входящего в выражение (5), ис­
пользуется уравнение DR= 0. В этом случае

d£>ldr)=dDR/dti= 2 t] [Зц4—16т)2+8(3—2 |2) ]. (8)
Поскольку скорость волн Рэлея близка к скорости объемных сдвиговых
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волн, т. е. г] близко к единице, то простейшим вариантом выбора началь­
ного приближения является г)0=  1, что в результате дает rj=  (5 + llv ) / 
/(6+10v). Однако этот вариант расчета имеет более низкую в сравпенин 
с (1) точность, в особенности при v->0, когда отклонение г) от 1 макси­
мально. Поэтому используем иной выбор ц0. Попробуем найти такое зна­
чение, при котором знаменатель формулы (5) — выражение (8) — макси­
мально бы упрощался, и которое попадало бы в диапазон реально воз­
можных значений: 0,874<г)<0,955. Эти условия можно выполнить, если 
потребовать, чтобы т)0 удовлетворяло уравнению Зг)04—16 t i o 2+ c = 0 ,  где 
с — соответствующим образом подобранное целое число. При т]0=1 полу­
чаем, что с=13. Легко показать, что для уменьшения ц0 требуется умень­
шить с. Оптимальным по отношению к сформулированным условиям ока­
зывается значение с = 12. В этом случае ц0=  (У7— 1)/У3^0,950 и являет­
ся точным решением дисперсионного уравнения (7) в средах с коэффи­
циентом Пуассона v0=(7+V 7)/21^0,46. Используя данное значение ц0 в 
формуле (8), получаем

i l / r i o = l + a ( v - V a ) / ( l + v ) ,  (9)
где а=(4У 7—7)/18, или

r ) = ( a + & v ) / ( ' l + v ) ,  ( 1 0 )

где a=(10V 7-13)/(9V 3)^0,863, 6=  (7У7+17)/(1 8 У З ) ,139. Выражение
(10) по своей общей функциональной зависимости совпадает с формулой 
(1), слегка отличаясь от нее значением коэффициентов в числителе. Как 
следует из выражения (9), использованная процедура нахождения rj 
позволяет приближенно учесть нелинейность зависимости г\ от v.

Рассмотрим второй вариант нахождения vR при использовании полной 
формы дисперсионного уравнения 2)=т)2/)и. В даппом случае

d 3 ) l d y \ = 2 ^ \ D n - \- \ \ l d D nl d \ \ .  ( 1 1 )

Требуя, чтобы выражение (11) было пропорционально, как и в формулах 
(1) —(3), (9), (10), множителю (1+v), находим, что это возможно при 
т)о=1. В результате имеем

r \= l -D n/(dDR/dr]+2Dn) |„-i. (12)
После подстановки сюда формулы (7) получаем

г|= (0 ,875+1,125v)/(l+v), (13)
а Дт)=б/2= (1—v ) /[8 ( l+ v ) ] . Из (13), отбрасывая в числовых коэффи­
циентах третий знак после запятой, получаем формулу Бергмана — Вик­
торова. В монографии [17] указан и другой способ вывода формулы 
(13) — с использованием разложения уравнения (6) в ряд по Дк= к,—к. 
Однако эти два способа, хотя и дают одинаковые конечные результаты, 
не являются полностью эквивалентными. Это связано с тем, что уравне­
ние (6), возведенное в квадрат, и уравнение (7) отличаются друг от дру­
га множителем, зависящим от ц. Поэтому поиск решения уравнения (6) 
в форме rj=r]o+Ari, используемой в настоящей работе, привел бы к от­
личным от (13) результатам. Используемый здесь способ вывода форму­
лы (13) является более простым и предпочтительным, чем описанный в 
монографии [17], для проводимого далее обобщения результатов на ани­
зотропный случай. Фактически та же самая процедура, что и при выводе 
(13), но только для частного случая v=0,25, применялась в монографии
[19]. Упомянем также недавно изданную монографию [18], в которой 
без указания методики вывода представлено следующее приближенное 
выражение:

i;* M = l-6 /2 —5678+296716. (14)
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Формула (14) в первом порядке по б дает совпадающий с (13) результат. 
Использованное в разложении (14) начальное приближение т]0=1 фор­
мально является точным реше­
нием дисперсионного уравнения. uR/ut 
при v = l.

Остановимся теперь на сравне­
нии преимуществ и недостатков 
формул (10), (13) и способов их 
вывода. Формула (13) получена из 
полного дисперсионного уравне­
ния, включающего корень ц=0, 
который не имеет отношения к 
волнам Рэлея, при использовании 
в качестве начального приближе­
ния значения т]о=1, непопадающе­
го в диапазон возможных значе­
ний для реальных твердых тел.
В отличие от (13) при выводе 
формулы (10) использовалось зна­
чение г)о из указанного диапазона, 
и корень г|=0 из дисперсионного 
уравнения был исключен. Исходя 
из этих соображений, формула
(10) должна была бы в целом (при 
рассмотрении всего диапазона 0<
< v< 0 ,5) давать лучшую точность,
чем (13), что подтверждается их сравнением на рисунке с точным ре­
шением. Для построения графика точного решения использовалась обрат­
ная зависимость v=v (т)) = 1 —8(1—rj2)/ [г]̂ (т)'4—8ri2-P8)]. Однако, хотя, как 
следует из рисунка, формула (10) в диапазоне 0 ,l< v< 0 ,5  более точна, 
чем формула (13), ошибка, совершаемая при использовании (13), отно­
сительно мала и в ряде случаев вполне приемлема. К достоинствам же 
формулы (13) отпосится ее простота. Поэтому далее будут использованы 
обе описанные методики расчета.

Перейдем к анизотропному случаю. Ограничимся теми сиигопиямн, 
в которых дисперсионное уравнение является бикубическим относитель­
но т), т. е. ограничимся ромбическими, тетрагональными, гексагональны­
ми и кубическими кристаллами. В наиболее низкосимметричном из рас­
сматриваемых ромбическом кристалле волна Рэлея, т. е. двухпарциальная 
поверхностная волна с поляризацией в сагиттальной плоскости, сущест­
вует на базисной плоскости, если направление распространения и нор­
маль к поверхности совпадают с кристаллографическими осями. Будем 
для определенности считать, что ось х  совпадает с направлением рас­
пространения, ось z —с иормалыо к поверхности. Дисперсионное уравне­
ние для этого случая имеет вид [20]

A i= T)4(c n —С55Т)2) /с 3з— (1 —т}2) [ ( сис33- с132) / ( с33с55) - - п2] 2, (15)

Сравнение точного и приближенных реше­
ний для скорости волн Рэлея оп в изо­
тропных средах при различных значениях 
коэффициента Пуассона v: J -  точное ре­
шение, 2 -  формула (10), 3 -  формула (13)

где r\2=pvR2/c5&, Си — модули упругости (/, /=1-^-6), р — плотность кристал­
ла. Если считать, что т|0=  i , то подстановка формул (15), (11) в (5) при­
водит к следующему результату:

л = 1 -
(Сц С55)с3зС55'

2 [ (Зси 4с5$)с3зС552-}- (с^Сзз с13“ С33С55) 2]
(16)

В изотропном пределе из (16) следует формула Бергмана — Викторова. 
В пределе сильной анизотропии, когда Сь5-*"0, из (16) получаем иыраже-
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иие (4). Формулы (15), (16) справедливы также в случаях, когда в си­
стеме координат, связанной с направлением распространения и нормалью 
к поверхности, отличны ог нуля только те же упругие модули, что и в 
матрице модулей ромбических кристаллов. В этих случаях под упругими 
модулями, входящими в формулы (15), (16), следует подразумевать их 
значения в соответствующим образом повернутой системе координат.

Область применимости формулы (16) включает в себя области при­
менимости формул (1) —(4), т. е. формула (16) применима как к глу­
боко! гропикающим, близким к объемным волнам Рэлея в сильно анизо­
тропных кристаллах, так и к волнам Рэлея в слабо анизотропных средах. 
В качестве примера приведем результаты для базисной плоскости кри­
сталлов сульфида кадмия в пренебрежении пьезоэффектом. Из резуль­
татов численных расчетов, проведенных в работе [21] с использованием 
точного дисперсионного уравнения, следует, что ц=0,967. При тех же 
значениях упругих модулей, что использовались в работе [21], формула
(16) дает т)=0,969. Хорошее совпадение этих значений связано с тем, что 
приближения, использованные при выводе формулы (16), для сульфида 
кадмия выполняются с высокой степенью точности.

Если кристаллы не являются слабо анизотропными, а скорость воли 
Рэлея достаточно сильно смещена относительно скорости сдвиговых воли 
вертикальной поляризации, формула (16) имеет низкую точность. Боль­
шей точности можно достичь с помощью процедуры, применявшейся при 
выводе формулы (9). Простейшим вариантом при этом было бы исполь­
зование в качестве начального приближения того же численного значе­
ния, что и в изотропном случае. Более предпочтительным (дающим более 
точные результаты) в ряде случаев является подход, описываемый ниже, 
при котором г|о связывается со значениями упругих констант и при их 
изменении учитывает смещение ц относительно единицы.

Для последующих вычислений дисперсионное уравнение (15) удобно 
представить в виде

/̂ л=«вЦ6+«1т]',+Й2112+ао=0, (17)
где

Яб— (С33—С55) /Сзз,

Я\== 1 “ 2 (СцСз3 С,з2) /  (C3sCis) “ЬСц/Сзз?

а2~  (С,,СЛЗ—С,32) “/ (сззс:л) 2+2(С11С83—С,32) / (С33С^),

(СцСзз С\31) 2/  (С33С55) 2.

Б этих обозначениях dDJdr]=2r\(3atir\lt+2a,.rf-\-a2). Исходя из данного 
выражения, будем использовать в качестве ц0 один из корней уравнения 

+2а4т]о2+а6с=0. Для выполнения предельного перехода к изотроп­
ному случаю это должен быть корень

Цо2= [ - а , -  (а42- 3 а в2с) Чг] /(3а6) . (18)
Для определения входящего сюда коэффициента с дисперсионное урав­
нение (17) запишем в виде За61У‘+2а4т^=(4явЛв+За4г)4+ я2Л2+ ао)/112- Оцен­
ка правой части этого выражения в приближении ц=1 дает

с=  (- \ а (—Зщ-а^—ао) /аь. (19)

Б изотропном пределе из (19) следует с=12, что совпадает с соответст­
вующим значением, использованным при выводе формулы (9). Кроме 
того, при выборе значения с в форме (19) знаменатель формулы для 1] 
будет пропорционален, как и в формулах (12), (13), множителю (dDR/dr\+ 
+2Dn) U=t*. Таким образом, вывод формулы (9) неявно все же базируется 
на использовании приближения т]^1, но не в качестве начального прибли-
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женин т]о, а для нахождения самого щ, хотя непосредственно при выводе
(9) использовались другие соображения. Подставляя далее формулы
(17) —(19) в (5), приходим к следующему выражению:

(9а2ае>+2а,*—15а62ф ] 0— (9а0ас-а,,аес)/ц0 --------- 1------------------------------------------ - (20)
18а6 (4ай+За.',+2а2+ао)

В изотропном пределе из формулы (20) следуют формулы (9), (10). 
В случае сильной анизотропии (сг|Г1-*-0) из (18) следует

Подстановка формулы (21) в (20) дает в пределе с&ь-*-0 совпадающее с 
(4) выражение, т. е. выражение (20) включает в себя как частный слу­
чай и формулы (9), (10) и формулу (4).

Для иллюстрации степени точности формулы (20) рассмотрим ее при­
менение к волнам Рэлея, распространяющимся в кубических кристаллах 
(Сц=Сзз, Си =  С5г„ С|2 =  С,3), между упругими модулями которых выпол­
няются соотношения

Этим соотношениям приближенно удовлетворяют упругие модули ряда 
кристаллов группы А иВ ит [22]. При выполнении (22) дисперсионное 
уравнение (15) имеет следующие простые решения:

Из них корень ц, соответствующий волне Рэлея, довольно сильно смещен 
относительно единицы (ц^0,796), т. е. рассматриваемый случай относи­
тельно неблагоприятен для применения полученных приближенных вы­
ражений. Тем не менее получаемое при расчете но формуле (20) числен­
ное значение 0,769 довольно близко к точному. Применение формулы
(20) к другим случаям показывает, что с ее помощью можно добиться 
удовлетворительной точности расчета при условии, если значения вспо­
могательных параметров с и г)0 изменяются для кристаллов не очень 
сильно (сохраняют знак и порядок величины) в сравнении с их значе­
ниями для изотропных сред.

В случаях необходимости проведения более точных вычислений полу­
ченные в настоящей работе выражения (16) и (20) могут быть исполь­
зованы в качестве начального приближения, в том числе и при расчетах 
анизотропии скорости поверхностных воли па ЭВМ. В частности, таким 
образом с помощью формулы (5) можно получить для конкретных кри­
сталлов количественную оценку степени точности этих выражений без 
нахождения точного решения дисперсионного уравнения.

Перед сдачей данной статьи в набор автору стало известно, что в 
монографии [23] приведено без вывода следующее приближенное выра­
жение для скорости воли Рэлея:

Это выражение практически совпадает с полученной выше формулой
(10). Однако отличие в последнем знаке числового коэффициента 0.862 г. 
(24) и в (10) не позволяет сделать однозначный вывод о способе полу­
чения формулы (24).

Автор признателен Р. Н. Викторовой за предоставленную возможность 
ознакомиться с изданием монографии [7] па английском языке.

Г)о2—1—с ,,C : J  ( с и С зз-С,32) (21)

(22)

Г)12=3, г|2,з= (3±УЗ)/2, (23)

Ф ^ = ’(0,862+1,14v)/(l+v). (24)
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С П И С О К  Л И Т Е Р А Т У Р Ы

V ,  G , M o z h a e v

APPROXIMATE ANALYTICAL EXPRESSIONS FOR A RAYLEIGH WAVE 
VELOCITY IN ISOTROPIC MEDIA AND ON A BASAL PLANE 

OF HIGHLY SYMMETRICAL CRYSTALS

Different ways of the derivation of approximate analytical expressions for the 
Rayleigh wave velocity in isotropic media and on the basal plane of orthorhombic, tetra­
gonal, hexagonal, and cubic crystals are investigated. The Bergmann — Viktorov for­
mula for the Rayleigh wave velocity in isotropic media is generatized for the anisotro­
pic case. One more formula which is more accurate in the isotropic case than the Berg­
mann — Viktorov one is obtained.
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