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РАСЧЕТ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ РЕЗОНАТОРОВ, 
СВЯЗАННЫХ ЧЕРЕЗ МАЛЫЕ ОТВЕРСТИЯ,

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ТЕОРИИ РАСШИРЕНИЙ ОПЕРАТОРОВ

Описан метод расчета собственных частот связанных через малые 
отверстия резонаторов с использованием теории расширений операторов. 
Эффективность метода оценена на примере резонатора Гельмгольца.

В задачах акустики часто возникает необходимость определения соб­
ственных частот резонаторов, связанных через малые отверстия [1]. 
С математической точки зрения этот вопрос сводится к решению уравне­
ния Гельмгольца в указанной составной области с условиями Неймана 
или Дирихле на границе. Данная задача обычно сложна и по допускает 
точного решения. Однако с физической точки зрения ясно, что волновая 
динамика в такой составной области при слабой связи между резонатора­
ми (малых радиусах отверстий) есть суперпозиция в каком-то смысле 
волновых динамик составляющих ее частей. Строгий математический 
смысл этому утверждению удается придать в рамках модели щелей нуле­
вой ширины, основанной на теории самосопряженных расширений сим­
метрических операторов [2—4]. С физической же точки зрения идея мо­
дели восходит к Кирхгофу, предлагавшему в дифракционных задачах 
заменять отверстие в экране эквивалентным источником. Вопрос состоит 
в умении правильно построить этот источник. Критерий правильности — 
самосопряженность полученного оператора (корректность модели) и сов­
ладение модельного решения с главным членом асимптотики решения 
реальной задачи по радиусу отверстия (соответствие модельной и реальной 
задач). Модель щелей нулевой ширины удовлетворяет этим требованиям. 
Кроме того, она является в определенном смысле явно решаемой, а имен­
но, если известны решения задач в областях без отверстия связи, то в 
явном виде находится решепие модельной задачи для областей, связан­
ных через отверстие. Достоинством модели является также то, что полу­
ченные приближения обладают такими же свойствами аналитичности по 
спектральному параметру, что и полное решение реальной задачи.

п

Рассмотрим модель в случае условия Иеймапа. Пусть (J Q* — цепочка
t=i

областей, границы которых имеют попарно по одной общей точке: 
дй,Пдй1+1 =  {£,-)1+1}, i= 1, 2, .. . ,  п— 1. Пусть А,- — операторы Лапласа в 
L2(Qi) с условиями Неймана па границах. Для построения модели, опи­
сывающей связь резонаторов через отверстия в точках xifi+u рассмотрим 
в ортогональной сумме пространств L z(Qi) оператор Д0, являющийся за­
мыканием ортогональной суммы сужений операторов А* на множества 
гладких функций, обращающихся в пуль в окрестностях точек xiti+i. 
В результате в область определения оператора А0 войдут только функции, 
«не чувствующие» отверстий в точках xiti+i. Например, собственные функ­
ции оператора А0 — это те собственные функции задачи Неймана для опе­

380



ратора Лапласа, которые имеют узлы в точках x iii+i. С математической 
точки зрения описанная ситуация соответствует тому, что А„ есть сим­
метрический оператор с индексами дефекта (/г, /г). Чтобы «включить» 
взаимодействие резонаторов через отверстия, надо добавить в область 
определения функции, ответственные за это взаимодействие, т. е. по­
строить самосопряженное расширение оператора А0. Более удобно ока­
зывается строить самосопряженные расширения положительно опреде­
ленного оператора, поэтому введем в модель некоторый отрицательный 
параметр Х0 и рассмотрим оператор — Д0—Х0у который будет положительно 
определенным. Вопрос выбора параметра Х0 обсудим ниже.

Не описывая все возможные самосопряженные расширения, укажем 
лишь наиболее простое, но, как оказывается, и наиболее физичиос. В об­
ласть определения этого расширения (обозначим его — А'"— Х0ч осмыслен­
ность такого обозначения будет ясна позже) входят функции следующего 
вида:

biGx (х, 1̂2? А-о )+ их{х), x ^ Q h
, ч   df i i ( # ,  Xf—i t i ,  Xo) ( # ,  Xo) “b H f  (x),
X ze=Qf, 1 '<i<n,

anGn (x , arn_lin, X0) + un (x ),

где Gi(x , xjmy X0) — функция Грина задачи Неймана в области Й, с источ­
ником в точке Xjmy

u ^ W ^ (Qi) , a ^ - b i - t y  ui (xi2)= u 2{xi2)+b2G1(xx2y x23, X0),

Ц п ( , Х п — 1 , » )  ~ U n — l  ( « ^ n —i , n )  \ G n —i  —J > X n - 2 ,  n — 1?  ^ o )  j

Hi(Xiii+i)~\~aiGi(xiii+iy Xi-ijy X0) = &i+i{Xi,i+i)~b‘biGi+i (Xi9i+ly х,-+1||+2, Ло),
K i < n .  (1)

Отметим, что условия (1), описывающие выбор расширения, с физи­
ческой точки зрения соответствуют сохранению потока через отверстия в 
точках Хц.

Найдем теперь собственные значения модельного оператора, т. е. соб­
ственные частоты связанных резонаторов в приближении данной модели. 
Собственные функции модельного оператора ищем в виде:

Pi Gx(XyXl2yX)y яе=Й!,
a,G, ( Х у  х ^ ^ у  X) + р  t G i  ( Х у  x iMU X) , 

(%i\Gn (х, ^ n - i , n ,  X),  . т ^ й п ,

x^Qi y 1 а < П у

Удовлетворение условиям (1), выделяющим самосопряженное расшире­
ние (модельный оператор), приводит к следующей однородной системе 
уравнений:

P i= -a I+1, i= i ,  2 , . . .  п- l ,
-  (£i(x\i)+gi{xi2) )a2+G2(a:12, x23l X)a3=0,

Gi-iixi-^, Xt-2, i-it X)(Xi-l-{gi-.l (xi- iti)+t'i(xi-.it{) ) a i+
+Gf(a:i_lt,-, X)af+1=0, i= 3, 4 , . . . ,  n 1, (2)

G n - i ( ^ n - l . n ,  X n—2, n— ii “̂) i ( g n —i ( ‘̂ n — i,7j) (*̂ *n— 1 ,n) )  ccn — 0.

Здесь gi{xjm)=(Gi(Xy ximy X)—Gi(xy xjniy X0) ) Условие существования
нетривиального решения системы (2) есть условие равенства нулю сле­
дующего трехдиагональпого определителя:

det Л=0, Л«=«-^(а:м+1) - ^ +1(а:м+1),

381



( 3 )^ i , i +1 A i + l , <  G i + i ( X t t i + i ,  X { + i ,  f+2» Я ) ,

Корни этого уравнения и есть собственные значения модельного опера­
тора. Пусть А,/0 — собственные числа задачи Неймана в области Qit г]:/'1 — 
соответствующие им собственные функции. Тогда

* . ) £ ■
Ы * Ч * т ) "

( V ° - M  ( V ° —Яо)

Подставляя указанное выражение в дисперсионное уравнение (3) н 
учитывая поведение gi как функции от X, находим, что между соседними 
числами V°> V w), вообще говоря, есть собственное значение операто­
ра — Д,п.

Точно такой же вид имеет модель и в случае третьего краевого усло­
вия. Можно ее построить и для задачи Дирихле. Не будем здесь останав­
ливаться на этих обобщениях модели (см. [4, 5]).

Рассмотрим теперь задачу о резонансах, т. е. о «собственных частотах» 
открытых резонаторов. Для этого введем ортогональную сумму опорато-

п
ров Д,п и Дрх в пространстве L2 (£2,nUQ‘x), где й ,п =  [} — рассмотренная

»=1

выше цепочка резонаторов, Q0X= R :i\Q u\  Дех —оператор Лапласа в £2РХ с 
условием Неймана на границе, Д1П — построенный выше модельный опе­
ратор для цепочки резонаторов й ‘п. «Прокалывание» отверстия, связы­
вающего внутренность резонатора с внешним пространством £2ех (по­
строение модели), осуществляется аналогично описанной выше схеме: 
пусть х0 — точка на границе области Q,, х0¥=х12. Сузим указанный 
оператор на множество гладких функций, обращающихся в нуль в окрест­
ности точки х0. .Замыкание полученного оператора есть симметрический 
оператор с индексами дефекта (2.2). Он имеет самосопряженное расши­
рение, которое строится аналогично описанному выше. Его область опре­
деления состоит из функций вида

. * |  acxGcx(x4x0, \ 0)+iiex(x),
{ainG'n(x,Xo,/k 0)+и'п(х), x<=Q[a,

где Gin — функция Грина модельного оператора — Д1п, Gcx —функция Гри­
на для оператора —Дех, u[*’cx̂ W 22, а,п= - а сх, н‘п(.г0)= н ех(х0).

Для построенного самосопряженного оператора легко найти решение 
задачи рассеяния с обычным условием излучения на бесконечности. Оно 
имеет вид

1>(*.*, v
Г г|)ех (ху ку v) + a rxGcx (ху х0, X), 
^ a lttGln(xyx0yX)y x ^ Q [ny

x ^ Q exy

где фех(я, /с, v) — решение задачи рассеяния в области £2ех (без отверстия 
в точке х0), v ^ R 3, | v | = l ,

a ,n——a ex=\|)ex(^0, ky v) ((Gin(;r, x0, X)—G"'(x, x0, X0))
+ (GPX(*, xQ, Я)—Gcx(.r, x0i l c) )
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Рассматривая асимптотику данпого решения на бесконечности, находим 
обычным образом амплитуду рассеяния /(со, v, А), o>=a:ja:|“l:

/(со, v, к ) = Г ( со, v, А)+а 1пфех0го, К со),
где / flx(co, v, к ) — амплитуда рассеяпия невозмущенной задачи (без от­
верстия в точке я0). Пусть ScX(cd, v, к) — матрица рассеяния для не возму­
щенной задачи. Тогда матрица рассеяния для модельного оператора име­
ет вид

S (со, v, A)=Sex(со, v, k)+ik(2n)~la iaypex(xo, к , о ).

Теперь можно найти резонансы как полюса S'-матрицы, т. е. с помощью 
следующего уравнения:

(Gin(x , х0, Я)— G,n (#, Хо, Яа)) |х=Яо= —(G‘x(д:, #0, Я)—Gex(o;, х0, Яо)) |*=л>. 

Преобразуя левую часть уравнения, приводим его к виду

( * - * . ) Z  /л l ^ ’\ v =  - « * " ( * ,* 0 .Я)-G “ (* ,X .,я .)) (4)w \Ат» ho) \Ат К)

где фт — собственные функции оператора —Д1п, соответствующие собст­
венным значениям Ят. Анализируя поведение функций, стоящих в левой 
и правой частях уравнения, легко заметить, что в окрестности каждого 
собственного значения Я,„ невозмущенной задачи есть корень уравнения 
(4), т. е. резонанс.

Уравнение (4) содержит некоторый свободный параметр Я0  (параметр 
расширения). Выбор правильного значения Я0 связан с вопросом о реа­
листичности данной модели, т. е. о соответствии модели и реальной за­
дачи, в которой отверстие имеет хоть и малый, по ненулевой радиус. 
Задача установления этого соответствия достаточно сложна, здесь мы не 
будем приводить необходимые доказательства, а лишь сформулируем 
результат. Сравним модельную функцию Грина задачи Неймана для 
уравнения Гельмгольца в областях Q,n и £2"х с функцией Грина задачи 
Неймана для уравнения Гельмгольца в областях Q,n и Qox, соединенных 
через круглое отверстие радиуса d («реальная задача») при наложенных 
условии излучения на бесконечности и условии отсутствия излучения на 
кромке отверстия.

Оказывается, что при выборе расширения, соответствующего сохране­
нию потока через отверстие (того расширения, которое описано выше), 
модельная функция Грина совпадает с точностью до О ((Ad)2) с главным 
членом асимптотики по радиусу отверстия (при Ad->-0) «реальной» функ­
ции Грима, если параметр расширения Я0 выбран следующим образом: 
^о=—d~2 (в аналогичной двумерной задаче 4d“2 ехр(—2^), 7 =
=0,5772... —постоянная Эйлера, а точность совпадения есть О ((Ad)3) 
[5 ,6 ]).

Заметим, что условия (1), выделяющие расширение, соответствуют в 
реальной задаче условиям сшивания функции и нормальной производной 
на отверстии. Из сформулированного выше утверждения вытекает, что 
такое же соответствие имеется для решений задач рассеяния и S-матриц. 
Отсюда легко получить, что и резонансы модельного оператора есть при­
ближения с точностью до 0 ( (k d )2) (в двумерном случае G((Ad)3)) ре­
зонансов реального открытого резонатора.

В качестве простейшего трехмерного примера можно рассмотреть за­
дачу о резонаторе Гельмгольца (сфера радиуса а с малым отверстием 
радиуса d). Способ приближенного расчета наинизшей собственной ча­
стоты такого открытого резонатора предложен Рэлеем [7]. Однако им
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найдена только вещественная часть этого резонанса. Более продвинутый 
результат (простое алгебраическое уравнение, позволяющее определить 
приближенно и вещественную и мнимую части резонанса) получен в 
рамках того же подхода в [8 ]. Вычисления здесь проводятся по следую­
щей грубой, но физически естественной схеме. Падающая волна вызы­
вает колебания в круге отверстия (при этом отверстие считается малым 
но сравнению с длиной волны, так что амплитуда колебаний во всех 
точках отверстия считается одинаковой). Эти колебания, действуя как 
вынуждающее воздействие, вызывают колебания внутри сферы, а те в 
свою очередь через отверстие порождают некоторый вклад в отраженную 
волну. Выделение асимптотики отраженной волны на бесконечности поз­
воляет найти амплитуду рассеяния, полюса которой и есть резонансы. 
В результате получается следующее уравнение для ближайшего к нулю 
резонанса:

^ + й - 1/с2-3 (2 л а )- 3 =0, к2=>\. (5)
Теперь рассмотрим соответствующую модель. Цепочка flin здесь со­

стоит из одного резонантора (сферы). Алгебраическое уравнение для вы­
числения резонансов уже было получено (4). Параметр А,0 выбираем так, 
чтобы обеспечить правильное соответствие модельной и реальной задач, 
т. е. Х0= —d~2. Будем искать резонанс в окрестности Ат=0. Тогда если в 
левой части (4) оставить только слагаемое, соответствующее Хт=0, а в пра­
вой — главный член асимптотики при kd-+ 0 , то получим приближенное 
уравнение, совпадающее с (5), т. е. наблюдается соответствие модель­
ного уравнения и уравнения, полученного из описанных физических 
соображений. Легко видеть и преимущество модельного уравнения. Если 
рэлеевское приближение позволяет найти только ближайший к нулю ре­
зонанс, то модельное уравнение (4) дает всю серию резонансов, причем 
в окрестности каждого собственного значения Хт внутренней задачи это 
уравнение можно упростить точно таким же образом, как и в окрестно­
сти нуля (нуль — наименьшее собственное значение).

Таким образом, наблюдается следующая картина. При d= 0 (нет от­
верстия) резонансов нет, а резонатор (замкнутый) имеет дискретный на­
бор собственных частот. При малых d, d>0, собственные числа сходят с 
вещественной оси и превращаются в резонансы, которые можно прибли­
женно вычислять с помощью уравнения (4). Мнимая часть резонанса 
характеризует декремент затухания соответствующего колебания. Из (4) 
легко найти, по какой кривой выходят резонансы в комплексную пло­
скость (для пулевого резонанса это кривая k r2= —2d~'k^ /с=&г-Н/с,).

Таким образом, описанная математическая модель позволяет относи­
тельно просто находить собственные частоты (уравнение (3)) и резонан­
сы (уравнение (4)) в указанных задачах. Причем погрешность при их 
вычислении с помощью модели при малых Ы  есть 0 ( ( k d ) 2) в трехмер­
ном и OUkd)*) в двумерном случаях.
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CALCULATION OF EIGENFREQUENCIES OF RESONATORS CONNECTED 
THROUGH SMALL OPENINGS WITH THE USE OF THE OPERATOR

EXTENSION THEORY

The method of the calculation of eigenfrequencies of resonators connected through 
small openings with the use of the operator extension theory is described. The compa­
rison of the frequency for the model and the frequency for the Helmholtz’s resonator 
is carried out.
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