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К ТЕОРИИ РАССЕЯНИЯ ЗВУКА НА ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ

Рассматривается задача рассеяния плоской звуковой волны, падающей нормально 
на бесконечную тонкую цилиндрическую оболочку с произвольным контуром попереч­
ного сечения. С помощью метода ВКБ найдено явное аналитическое выражение функции 
Грина для оболочки. Рассеянное поле определяется с помощью потенциала простого 
слоя. При этом плотность простых источников определяется из системы граничных 
интегральных уравнений. Из этой системы в частных случаях (абсолютно твердая и 
абсолютно мягкая границы, упругая оболочка с круговым контуром) следуют извест­
ные выражения.

Технике нахождения рассеянного поля на цилиндрической оболочке с круговым 
контуром поперечного сечения посвящено много работ (см., например, [1] )ив этом 
случае нахождение амплитуды рассеяния не является теоретической проблемой. Иное 
дело, если контур поперечного сечения есть произвольная дифференцируемая плоская 
кривая. В этом случае уравнения упругих колебаний тонкой цилиндрической оболочки 
представляют собой громоздкую систему трех дифференциальных уравнений высокого 
порядка (как минимум шестого) с переменными коэффициентами, поскольку радиус 
кривизны R(y) и коэффициент квадратичной формы В{$) являются произвольными 
функциями угла у?, отсчитываемого вдоль направляющей цилиндра. Эта система урав­
нений может быть получена из уравнений упругого равновесия тонкой оболочки Вла­
сова [2]. При нормальном падении плоской звуковой волны на бесконечную цилиндри­
ческую оболочку, когда колебания оболочки происходят только вдоль направляющей у 
и вектор упругой деформации имеет две компоненты: тангенциальную U{ и нормаль­
ную U3t уравнения колебаний оболочки получены в [3] (см. [3], формула (8)). Запи­
шем их в следующем виде:

L U i  - J L ( qU3) +pi U l=  0>

9 X 2  э *  2  _  .  о )э с/, и2 э4 и-:
-Q- дх 12 Ъх

+ q2U3 - p 2U3 = L ( p 0 +pa),
В

Здесь р2 = phco2( \  — v2)/Eh\ р -  плотность материала, из которого изготовлена оболоч­
ка; И -  толщина оболочки; со -  круговая частота; Е, v -  модуль Юнга и коэффициент 
Пуассона материала оболочки соответственно; Р0 и Ps -  амплитуды падающей и рассе­
янной звуковых волн (предположим для простоты, что внутри оболочки среда отсутст­
вует); В = Eh/( 1 -  v2); q(ip) = 1 /R(ip); dx = Rdy\ E = £’00  -  и?)- Предполагается также 
зависимость всех величин от времени но закону ~ехр(-/о>г).

Отметим, что в системе уравнений (1) единственным зависящим от координаты х 
коэффициентом является кривизна q.

В последние годы в задаче рассеяния звука на цилиндрической области с произволь­
ным контуром поперечного сечения s (абсолютно мягким — граничное условие пер­
вого рода:

Р = Р0 +Д =0 (2)
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или абсолютно твердым — граничное условие второго рода:

II + = 0, (3)
где

1 дР0 1 ЪР.
и Т 5-) ; = — ( - * - ) ) , (4)

ip(o Эи ipco on
используется м етод простых источников (м онополей) [4 ] ,  плотность которы х о нахо­
дится посредством численного решения интегрального уравнения Фредгольма первого 
рода при граничных условиях ( 2 ) :

--- Р9 00 = (5 )
zpco *

и второго рода при граничных условиях (3 ):

а  ,  /  Ч Э С (г ,г ')
------f о (г  ) ---------------- ds =
2 s Э п

где

G (ry г') = (1 /4 я )е х р [/А :1 г - г'1] /I г — г I -

функция Грина для уравнения Гельмгольца в трехмерном случае; к  = со/с — волновое 
число звуковой  волны в среде. (В двум ерном  случае функция Грина есть G (r —г )  = 
= ( i / 4 ) H $ \k \  г — г'I) ,  где Я 0(1) (& 1г-г '1 ) -  функция Ханкеля первого рода.) Интеграл 
в (5 ) берется в смысле главного значения, о б е  величины г и г  берутся на контуре s.

В работах [4, 5] продемонстрирована эффективность метода граничных элементов 
для численного определения о(г) на ЭВМ.

В настоящей работе м етод граничных интегральных уравнений развивается для слу­
чая, когда контур s есть тонкая упругая оболочка, описываемая уравнениями ( 1 ) .  
С этой целью необходим о найги функцию Грина U3 =  К(х,  £) системы уравнений (1 ) ,  
что соответствует их решению, если в правой части выражение ( Р0 + Ps) заменить на 
дельта-функцию Дирака 6  ( * - £ ) .  В случае произвольной частоты со задача не поддается 
аналитическому решению. Однако К  (.х, £) мож ет быть найдена в асимптотическом слу­
чае (В К Б ), описанном в работе [3 ] .  При этом  решение ищ ем в виде *

^ и з ( * ) ~ е х р [ |Ф ( х ) ] ,  (7)

где

Ф(х)= f k ( x ) d x ; k ( x ) - 2 i r / \ ( x ) .

Условиями применимости приближения являются

1 Э R
X —  -----  < 1 .

R  дх

П одстановка решений в ф орм е (7 )  в однородную  систему уравнений (1 )  позволяет 
получить дисперсионное уравнение (см . [3 ] ,  ф орм ула ( 1 0 ) ) ,  которое имеет шесть кор­
ней. Точечный источник 6 (эг — £) возбуж дает бегущ ие в направлениях ± \ х  — £| волны 
следующ их типов: изгибные однородны е волны (к \ (х )  = у д 2 /(/г2 / 1 2 ) ) ,  изгибные не- 
однородны е волны (к2(х)  = i k i ( x ) )  и продольные волны (А:3 (х ) = \ р 2 -  [q(x)]2). 
Отметим, что корни к \ ^  являются функциями от х, только если от х  зависят парамет­
ры оболочки Е, р и h. В рассматриваемой нами модели лишь кривизна q = q{x) и, сле­
довательно, лишь корень к 3 есть функция от х.
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Поправки к  корням Аг^.з (* ) находятся м етодом  ВКБ и имеют вид

3

1 Ьк3
5 * з (* )  = - / ( ( — ) / * з ]  •

2 Э*

(9)

Проинтегрировав уравнения (1 )  по х  в пределах [£ — е, £ + е] при е -► О, получаем

(u;+ - u ; j - ( qu 3+- qu3_)=o-,
(10)

- ^ - ^ и - с - з
h2 Э3 2/3+ Э3 2/ 3-

Эх*

1

К роме этого, в точке х  = £ должны выполняться условия непрерывности Ux и U3: 

и ^  = и г _; U3+ = U3_ ,  (11 )

а также равенства нулю угла поворота сечения

ъ и з+
Эх

= 0;
ъи.

Эх
3" -  =0.

Решение К  (х , £) ищ ем в виде 
при х  >  £

X х
-  /[к2{х)+Ькг(х')\ах

К ( х , 1 - )  = и з + = А 1+е* + А 2+е +

(12)

Ш М *'>+8кз(*,>и*'
{

+ А 3+е 

при х  <  £

* (* . S ) = U 3_ = A  !_е
*

+ Л 2_е

X
7
£

+ -43 _ е
£

(1 3 )

(1 4 )

С каждой волной U3± связана волна Ul±t  амплитуда которой есть 

BJt ~P(±kj)AJ±; / = 1 , 2 , 3 ,

где 0(±Ау) = (±Л;.)^/(Ау -  р 2 ) определено путем подстановки решений (7 )  в первое 
уравнение системы ( 1) .

Шесть величин А .± находим после подстановки выражений (1 3 )  и (1 4 ) в шесть 
условий ( 1 0 ) -  ( 1 2 ) .

В результате получаем

*i ( о  3/2 *к (ре. ю = 1_____  ̂ f r g )  1 3/2/ ! / * ,« №  _  J  д _ [  —  (У  ] e- l/ft ,«)dSI +

4£>*!(*) *i(x) ] е 429*! (х) * ,(х )

(*) * з « )  1/2
I — : ] в

2 Вр2\ /р 2 -  q2(x) *з(*)

где 2> = ЯА 3 /  [ 12 (1 -  z'2)] = 5 (й2 /12 ) •

(15)
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Зам етим , что предэкспоненциальные множители [кх( £ ) /* i(ре)] ъ12 и [к3(%)/к3( х ) ] 1/2 
появляются вследствие соотношений ( 9 ) ,  причем при х  = £ они обращаются в единицу. 
dVрассматриваемом случае, когда только параметр q  зависит от х , в выражении (1 5 )  
зщшь множитель [А:3(£)/А :з(х)]1/2 отличен от единицы п р и *  Ф £.

Сг1омощью найденного аналитического выражения для функции Грина (1 5 ) полу­
чаем соотношение на контуре s:

V3 =  V0(x)+ Vs(x) = (-io)fK(x, ШРо($) + Рз(ИШ (16)
s

Если теперь ввести плотность простых источников о (х ) согласно интегральному 
уравнению

------ Р з ( х ) = ф о ^ ) С ( х ^ ) с Ц  (1 7 )
/рол s

то с учетом выражений (4 )  система интегральных уравнений (1 6 ) ,  (1 7 )  является до­
статочной для решения задачи рассеяния на цилиндрической оболочке с произвольным  
контуром  поперечного сечения в асимптотическом приближении при нормальном па­
дении плоской звуковой  волны.

Систему уравнений (1 6 ) ,  (1 7 ) м ож но привести к  одном у интегральному уравнению  
на контуре s относительно о(х) :

( - /с о )$К(х,  $)[/>„ + /p w * j($ ')G ( |,  £V ? '] dS -  $ e ( $ ) - G- X' Ю =
Эл

1 ( ^ )  •ipco Ъп
(18)

Отметим, что из уравнения (1 8 ) при К ( х , £) 00 (абсолютно мягкая граница) прихо­
дим к  задаче (5 ) ,  а при К  (х, £) -+ 0  (абсолютно твердая граница) — к  задаче (6 ) .

Если контур s является окружностью радиуса R  =  const, то, разлагая в ряд Фурье по
+ оо

Р0 = JE Р™ е 1т*, а также VQ,PS и Vs из выражения (4 )  с учетом соотношений
П 1 = — со

ЭФ
V = (------ )  ; Р  = /рсоФ; Z  = - ip o j

Ъп

Ф

(ЭФ /Эл)

(здесь Ф и (ЭФ /Эл) -  потенциал ноля и его нормальная производная соответственно; 
Z  -  импеданс излучения), получаем

V ?  = -
р пг От

У т  = —
Z'n

рт
s

гут (1 9 )

а из (16)

1К + v? = —  W+P7], (20)

где 1 jZ'y = (—i(o)$K (х -  £ )ех р  [/—  (х -  причем d£ = Rd\p. Отметим, что выраже-
s R

ни я Z q” и Z™ имеют смысл импеданса ’’падающей плоской волны” и механического 
импеданса упругих колебаний оболочки соответственно [ 1 ] .

Из выражения (2 0 )  с учетом (1 9 ) для т -й компоненты  разложения Р3 в ряд Фурье 
по получаем

ут ут _  ут
р ?  = - К - + г  П Н  1  _ 1 ) ] .

7 %
ут  . ут
^У + Z s

(21)
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Выражение (21) идентично формуле (13) работы [1]. Заметим, что в случае кругового
контура нет необходимости обращаться к нахождению плотности простых источников о.
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V.V. Muzychenko, S.A. Rybak

ТО THE THEORY OF SOUND SCATTERING ON A CYLINDRICAL SHELL

A problem of scattering of a sound wave, which falls normally on an infinite thin cylindrical shell with 
arbitrary contour of a cross-section is considered. The analitical expression for the Green function of the 
shell is found with the help of the WKB-method. The scattering field is defined by means of simple layer 
potential. The density of simple sorces in defined from the system of boundary integral equations. In particu­
lar cases (absolutely rigid and absolutely soft boundary, elastic shell with circular contour) the well-known 
expressions are obtained.
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