
Т о м  37 19 9 1 В ы п. 4

УДК 533.951:532.546 

© 1 9 9 1  г.

С.В. Корсунский

РАСПРОСТРАНЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ МАГНИТОЗВУКОВЫХ ВОЛН 
В ЭЛЕКТРОПРОВОДЯЩИХ ДИССИПАТИВНЫХ СРЕДАХ 

ПРИ НАЛИЧИИ СОПРОТИВЛЕНИЯ

Р а с с м а т р и в а е т с я  р а с п р о с т р а н е н и е  н е л и н е й н ы х  в о л н  в  э л е к т р о п р о в о д я щ е й  с ж и м а е 
м о й  ж и д к о с т и ,  п о д в е р ж е н н о й  д е й с т в и ю  п о с т о я н н о г о  м а г н и т н о г о  н о л я  и  с и л ы  с о п р о 
т и в л е н и я ,  з а в и с я щ е й  о т  с к о р о с т и .  И с с л е д у е т с я  в л и я н и е  э ф ф е к т о в  д и с с и п а ц и и  н а  п а р а 
м е т р ы  и  с т р у к т у р у  с л а б ы х  у д а р н ы х  в о л н .

При описании движения жидкостей или газов в недеформирусмых пористых сре
дах наличие ограничений движению среды учитывается введением силы сопротивле
ния, зависящей о т  скорости  [ 1 - 3 ] .  Такое приближение позволяет эффективно ис
следовать влияние диссипации за счет трения в порах на характер течения жидкости 
и распространение волн [4 ] .  Другим примером движения жидкости при наличии 
сопротивления является распространение воли в трубах [ 5 ] .  Оба указанных случая 
м огут быть описаны в рамках единой модели, в которой  при математическом опи
сании движения среды в уравнения движения феноменологически введена сила 
сопротивления как скалярная или векторная функция скорости  [1 , 4 ] .

Анализ волновы х движений проводящ их жидкостей в электрических и магнитных 
полях при наличии сил сопротивления представляет значительный интерес в геофизи
ке [3 , 6 ] ,  а также при изучении нелинейных волн в трубах [7 ) .  Важность исследова
ния нелинейных эффектов при распространении волн в жидких средах с сопротивле
нием при действии магнитного поля отмечалась в [ 8 ] .  течение феррожидкостей в по
ристых средах рассматривалось в [9 ] .

В настоящей работе исследуется одномерное распространение нелинейных магни
тозвуковы х волн в электропроводящ ей сжимаемой жидкости, подверженной дей
ствию постоянного магнитного поля Н0 , при наличии силы сопротивления, скал ярко 
зависящей от скорости . Анализируется влияние эффектов диссипации на эволюцию 
волновы х возмущений и формирование слабых ударных волн.

Исходная система уравнений магнитной гидродинамики в адиабатическом при-
ближении записывается в виде [10, 111

? Р 7 - 1
р (и , +  иих ) -  с  о (  )  Рх — р Н Н х -  r j F ( u ) ,

Р 0
о )

р (vt +  иих )  =  / i / / 0 COS0 Н х> (2 )

И { _  vm Нхх  +  (иН  -  v llo  c o s 0 )x  = 0, (3 )

р / +  ( р и )х  = 0. (4 )

Здесь Н  — напряженность возмущ енного магнитного поля, р плотность жид-
кости,  (и, н) компоненты  вектора скорости , /■' (и ) -  сила сопротивления, 77 
коэффициент диссипации, с 0 -  скорость  звука,  у  — показатель адиабаты, v m = Мри, 
ц -  магнитная проницаемость, о  -  электропроводность, Н0 = 1Н0 1, 0 = (О х, Н0) .
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Отметим, что сила сопротивления движению жидкости в пористой среде обусловлена 
трением частиц жидкости в порах и в общ ем  случае является векторной функцией 
скорости  [1 , 4 ] .  О днако, учитывая одномерный характер рассматриваемого движе
ния, здесь принимается упрощенная модель, при которой  функция F  скалирно за
висит лишь от продольной компоненты  скорости  и (3 , 6 ] .  Такое приближение оправ
дано, в частности, для анизотропной трещиновато-пористой среды , когда потерей им
пульса скорости  в поперечном направлении по сравнению с  продольным мож но 
пренебречь. К ром е того , предполагается, что F  (и ) — достаточно гладкая функция 
и F ( 0 )  = 0. Эволюция нелинейных МГД-волн исследовалась в рамках системы (1 )  —
(4 ) при наличии вязкости и г\ = 0  в [1 0 --1 2 ].

Введем безразмерные величины по формулам

Р* = plpo, (м*,и*) = («, и)/с0, я* = Я/Яо,
/ *  = tCo/L, x * = x / L , 7j* ~ TjL/po Cq ,

v *  = l/pac0L, Рн =  р Я § / Р о с о >

где L -  характерный линейный масштаб. Получаем (звездочки оп у ск а ю тся ):

Р («г  + иих)  =  -  р 7 1 рх  -  РнННХ -  п F  (и) ,  (5 )

p (v t + uvx) = Phcos0 Нх\ (6)
Н , -  vm Нхх  +  (иН  -  vccs0)х =  0 , (7 )

Pt +  (.ри) X =  0. (8 )

Рассмотрим вначале распространение бесконечно малых возмущ ений М ГД-иоля. По
лагая, что в невозмущ енном состоянии р = \ у Н  = s\nO, и = v = 0, линеаризуем (5 ) - ( 8 )  
относительно малых возмущ ений и ск ом ы х  функций. При этом  функция F  (и )  пред
ставляется в виде ряда Тейлора в окрестности  и = 0:

F ( u )  =  F  (0 ) + F u ( 0 ) u  + О (и2 ) ,

и учитывается, что F  (0 )  = 0 , а величина F u (0 )  включается в т?. В результате полу
чаем систему линейных уравнений, которая сводится к одном у уравнению относи
тельно и (х,  t )  :

Для гармонических возмущ ений вида и ~ с х р  [/ (cot — к х ) ]  находим

со4— /со3 (т? +  Vm к 2)  — to2 к 2 (1 +Рнт?1'ш )  +

+ i u k 2 ( t?P hcos2 0 + v m k 2)  +  Phcos20 £ 4 =  0. (9)

При т?, v m <  1 решения дисперсионного уравнения (9 )  представляются следую
щим образом :

со =  ск.  + + К* h  
2

с 2 —Рн c o s 20 _  с 2 -  1

fy ~  2 с 2 -  (1 + Р н )  ’ f l  ~  2 с 2 -  (1 + Рн) '  

Здесь с  — один из корней уравнения

г л -  с 2 ( \  + P u l + Рм С г у < 2 п  -  П. п о



определяющ его скорости  распространения бы стры х и медленных магнитозвуковы х 
вон.  О тметим, что эволюционное волновое уравнение, соответствую щ ее ( 1 0 ) ,  пред
ставляет собой  линейную часть возмущ енного уравнения Бюргерса, а декремент за
тухания гармонических волн существенно зависит от  величины и направления при
лож енного магнитного поля. Анализ функций / , (Рн) и / 2(Рн) показывает, что при 
увеличении Рн функция f t возрастает, а / 2 -  убывает. Следовательно, при усилении 
приложенного магнитного поля вклад диссипативных эф ф ектов за счет трения в по
рах в декремент затухания волн уменьшается, а за счет конечной электропроводности 
жидкости — возрастает.

Переходя к исследованию нелинейных волн, рассмотрим вначале отучай сильно 
проводящ ей жидкости (у т = 0 ) .  При этом  система уравнений ( 5 ) - ( 8 )  при про
извольной функции F  (ы) допускает автомодельные решения типа бегущей волны- 
Полагая в (5 )  —( 8 ) ,  что все иском ы е функции зависят только от  координаты 
£ = x - c t , после интегрирования получаем

с  s in0 ( с 2 -  Рн cos20 )
р = ---------- » Н  = ~  ---------------------------- :------ »

с  — и с  ( и - с )  + Рн cos2 в

и G (и)  г\
f  V T T ~ dl1 = Т "И* F ( u )  с

где м ( £ 0 ) = м*, с  находится из уравнения ( 1 1 ) ,

( 12)

7 - 1 Р н sin20 ( cz - P hcos^0)
\3

2 л  \ 2

G ( и )  =  1 -
(с  -  u ) y+l  (с  ( и - с )  + Phcos' 0 )

При заданной функции F  (и)  соотнош ения (12)  описывают точное стационарное ре
шение уравнений (5 ) - ( 8 ) .

Не теряя в общ ности , рассмотрим далее линейную зависимость F ( u ) .  Система
( 5 ) —(8)  при v m = 0 гиперболического типа и, следовательно, мож ет иметь решения, 

описывающ ие распространяющиеся разрывы. Для исследования решений такого 
типа разложим решение за волновы м  ф ронтом  в виде ряда по степеням £ = x - c t  
[3 , 13]

£2
Р = 1 + £Pi ( 0  +  —  Рг ( 0  + ... ,

( и , и)  =  £ (« 1  ( 0 , ( / ) )  +  ... ,

Н  = s ine  + £ Я , ( Г )  + . . .  .

(13)

Подставляя соотнош ения (13)  в ( 5 ) - ( 8 ) .  и приравнивая члены при одинаковы х сте
пенях получаем

с 2—1 с 2 - 1
Ui =  Ср, , H i =   —  p i ,  0! = --- ——  P i ,

Pusinfl ctgO

где функция pi ( г )  удовлетворяет уравнению

dp

dt

Р =

+  (ip2, +  ер  i =  0,

(у + 1) sin2e + 3(с2 -  1 )

(14)

V
е  =

2 (с2 — 1) ( 2 с 2— (1 + Рн ) )  2

Решение уравнения (1 4 ) при условии р а (0 ) = p 0 i имеет вид

ePoi
Pi  =

( P o i 0  +  e ) e et - P p o i
(15)
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и описывает изменение амплитуды возмущений за ф ронтом  волны. Если начальное 
возмущ ение р0 1 >  О, то при t -+<*> имеем  р , ->0 , т.е. возмущ ения за ф ронтом  волны 
затухают. Если же р0 1 0 , то возм ож ны  два случая: при е >  | р0 1 IJ3 также имеем
P i  0, t °°, а при е <  | p o i 10 функция P i ( / )  с течением времени возрастает и при

t  = t*  = — In [0 Ipoi  l / ( 0 l p Oi I —€) ]  происходит опрокидывание волнового фрон

та [13] .  Отметим, что закон убывания амплитуды (15)  и положение разрыва су
щественно зависят от  величины и направления приложенного магнитного поля.

Эволюционное уравнение для слабо нелинейных слабо диссипативных волновых 
возмущений,  описы ваемы х системой уравнений ( 5 ) - ( 8 ) ,  при т?, v m <  1 может быть 
получено с  помощ ью стандартной процедуры Таниути—Вэя [14] или м етодом  многих 
масштабов [15 ] .  В результате находим, что распространение слабонелинейных волн 
вправо по оси х  описывается возмущ енны м уравнением Бюргерса вида

'Рт +  (16)

где v? = 0 и, т = a t ,  % = x - c t ,  параметры б , 0 определены в (1 4 ) ,  с  одно из решений 
уравнения ( 1 1 ) ,  соответствую щ ее волнам, распространяющимся вправо, а  ~  v m ~  

v  1 — малый параметр, характеризующий амплитуду возмущ ений, v = umf 2/2 . 
Решения уравнения (16)  при v = 0  рассматривались в [11, 13] .  Было показано, 
что наличие диссипативного члена в правой части (16)  приводит к затуханию возму 
щений, которое при б >  1 предотвращает опрокидывание волн. При е  = 0 уравне
ние (16)  сводится к классическому уравнению Бюргерса, решения к отор ого  изуче
ны в полном объем е [13, 16].  В общ ем  случае точное решение уравнения (16)  не най
дено. Асимптотическое решение задачи Коши для уравнений (16)  исследовалось 
в [1 1 ] .  Здесь рассмотрим построение его ограниченного асимптотического реше
ния при б <  1.

С пом ощ ью  замены переменных Т -  (1 — е~ет)/е,  =  Ф (£, Т) е~€т из
(16)  получаем

Ф Г  +  ФФ у -------------------- Фрь = 0.
* 1 — е Т  ^

Приближенное решение этого уравнения, ограниченное при £ ± <», находится ме
тодом , изложенным в [17 ] ,  и записывается в виде

А  (1 -  е Т )
ф =  D - A  th [ — — ------------  «  -  О Т ) ) ,

2v

где D, А  = con st. Таким образом ,

ст А е ~ € ТЧ> = е  (D  -  A  th ( — --------  z ) ) ,
2v

1 - < Г €т
z = £ - D  — ----------  •

Соотношения (17)  описывают слабую ударную волну типа кинк,  ширина переходной 
области которой  со временем увеличивается, а амплитуда уменьшается. Подчеркнем, 
что полученное решение справедливо при т <  0 ( б - 1 ).

Другой подход к исследованию уравнения (16)  заключается в .следующ ем. Пола
гая <p = - 2 v  Ф^/Ф (подстановка Хопфа -  Коула [ 1 3 ] ) ,  находим

ФТ - ^ Ф ^  =  - б  Ф1п Ф . (18)

Уравнение (18)  относится к классу хорош о изученных нелинейных параболических 
уравнений [17, 18] .  Рассматривая его стационарные решения Ф = Ф ( г ) ,  z = Z)r,
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имеем

D  Ф ' +  v Ф " = еФ1пФ.

Теоремы  существования и единственности решений уравнений типа (19 ) доказаны 
в [17] .  Там же приведено большое количество результатов, касающихся их свойств. 
Отметим, в частности, что уравнение (19 ) является уравнением Эйлера для функ
ционала

+ °°
F- = f

—  оо
— 7Г (Ф )) dz. ( 20)

где 7г(Ф )  = —е Ф 2(1 пФ — V2 )/2^*. Этот результат позволяет применять для анализа 
уравнения (1 9 ) хорош о разработанный аппарат вариационных м етодов, а также ме
тод  фазовой плоскости [17, 18].

Таким образом , при распространении акустических возмущений в проводящей 
сжимаемой жидкости, подверженной действию магнитного поля и силы сопротив
ления, наличие диссипативных потерь приводит к формированию слабых ударных 
волн даже в том  случае, когда кинематической вязкостью  и магнитной вязкостью  
жидкости можно пренебречь. При наличии диссипации за счет конечной электропро
водности среды эволюция слабо нелинейных волн описывается возмущ енным урав
нением Бюргерса. Анализ его асимптотического решения, описывающ его слабые 
ударные волны типа кинк, показывает, что потери энергии волн на преодоление сил 
сопротивления приводят к  трансформации стационарных ударных волн, увеличению 
ширины переходной области волн и уменьшению амплитуды. При этом  параметры 
нелинейных волн существенно зависят от  величины и направления приложенного 
магнитного поля.
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S.V. Koisunskii

P R O P A G A T I O N  O F  N O N L I N E A R  M A G N E T O  A C O U S T I C  W A V E S  

IN  E L E C T R I C A L L Y  C O N D U C T I N G  M E D I A  IN  T H E  P R E S E N C E
O F  T H E  R E S I S T A N C E

P r o p a g a t io n  o f  n o n l in e a r  w a v e s  in  a n  e le c t r i c a l l y  c o n d u c t i n g  c o m p r e s s ib le  l iq u id  s u b m e r g e d  i n t o  th e  

c o n s t a n t  m a g n e t ic  f i e ld  a n d  a f f e c t e d  b y  t h e  sca la r  r e s is t a n c e  f o r c e  w h i c h  d e p e n d s  o n  a liq u id  v e l o c i t y  is 

c o n s i d e r e d .  S u c h  s i t u a t io n  c a n  t a k e  p la c e  w h e n  l iq u id  m o v e s  in  a  r ig id  p o r o u s  m e d iu m  o r  in a lo n g  r o u g h  

t u b e .  It is  s h o w n  th a t  s m a l l  d is s ip a t io n  d u e  t o  t h e  r e s is t a n c e  f o r c e  le a d s  t o  f o r m a t i o n  o f  a  w e a k  s h o c k  
w a v e  p r o f i l e  e v e n  in  t h e  p e r f e c t l y  c o n d u c t i n g  l iq u id .  In  g e n e r a l  ca se  t h e  liq u id  w a v e  m o t i o n  is  d e s c r ib e d  

b y  t h e  p e r t u r b a t e d  B u rg e rs  e q u a t i o n  a n d  M H D - c f f e c t s  le a d  t o  d e c r e a s in g  o f  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a n d  

in c r e a s in g  o f  t h e  s h o c k  w a v e  t r a n s it io n  a r e a .
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