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ПРОХОЖДЕНИЕ СФЕРИЧЕСКОЙ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ
СКВОЗЬ УПРУГИЙ с л о й

П р о а н а л и з и р о в а н ы  о с о б е н н о с т и ,  в о з н и к а ю щ и е  п р и  п р о х о ж д е н и и  с ф е р и ч е с к о й  з в у ­
к о в о й  в о л н ы  с к в о з ь  у п р у г и й  с л о й  п р о и з в о л ь н о й  в о л н о в о й  т о л щ и н ы .  Т о ч н о е  р е ш е н и е  
п о с т р о е н о  н а  о с н о в е  р а з л о ж е н и я  с ф е р и ч е с к о й  в о л н ы  п о  п л о с к и м  в о л н а м .  Р а с ч е т ы  
в ы п о л н е н ы  д л я  р а з л и ч н ы х  к л а с с о в  м а т е р и а л о в  ( м е т а л л о в ,  э л а с т и ч н ы х  м а т е р и а л о в ,  
п л а с т м а с с ) .

Рассмотрим прохождение сферической звук овой  волны, излучаемой точечным источ­
ником , расположенным в точке Q  (рис. 1, а ) ,  сквозь  упругий слой произвольной вол­
новой толщины. Возникает вопрос — насколько коэффициент прохождения для сфери­
ческой волны отличается от коэффициента прохождения для плоской волны, падаю­
щей на слой под  углом  0О? В качестве возм ож н ого практического использования ре­
зультатов ответа на этот вопрос мож но отметить оценку погреш ностей, возникаю­
щ их при измерениях коэффициента прохождения звука через слой. Было замечено, 
что результаты измерений для упругих слоев, имеющ их гладкие зависимости к о эф ­
фициента прохождения от угла падения звука, обы чно неплохо совпадают с  резуль­
татами расчетов, а при негладких зависимостях различия м огут быть весьма боль­
шими. О собенно плохо воспроизводятся экспериментально узкие минимумы (прова­
лы ) , характерные для слоев пластмассы в воде и связанные с взаимодействием изгиб-

Р и с . 1. а -  с и с т е м а  к о о р д и н а т ,  б  -  к о н т у р  Г , ,  в -  к о н ­
т у р  Г , г  — н е п р о з р а ч н а я  з о н а
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Рис. 2. Сравнение теоретических и экспериментальных зависимостей для 
слоя из пластмассы: 1 -  расчет, 2 -  эксперимент; а — kh = 0,96, R0 = 
= 20\w; б -  kh = 1,93, R0 =40XW; б -  АЛ = 2,89, Л0 =60XW

Рис. 3. Сравнение теоретических и экспериментальных зависимостей 
</>д(0) для слоя из пластмассы: I -  расчет, 2 -  эксперимент; а -  kh -  0,96, 
R0 = 20\w; б -  kh -  3,85, R0 = 80XW

пых и продольных волн [1 ]. В качестве иллюстрации на рис. 2 , 3 приведены резуль­
таты измерений и расчетов амплитуды и фазы коэффициента прохождения плоской 
звуковой  волны через образец из пластмассы. Узкий провал (рис. 2 , а)  и скачки фазы 
на рис. 3 экспериментально не воспроизводятся. При некоторы х углах падения изме­
ренный коэффициент прохождения превышает единицу. По мере увеличения ширины 
провала сходство между экспериментальными и расчетными результатами улучшается. 
Известно, что одной из причин различий между результатами измерений и расчетов 
является дифракция звука на краях образца. Задачи, связанные с  учетом дифракции, 
а также различий механических свойств ограниченного образца и бесконечного слоя, 
являются весьма сложными и представляют самостоятельную проблему. Другой при­
чиной возникновения указанных различий является неплоский характер звуковой  
волны, падающей на образец. Ниже показано, что особенности , показанные на рис. 2, 3, 
м огут объясняться сферическим характером падающей волны даже при расстояниях 
между приемником и излучателем, равных нескольким десяткам  длин звук овой  волны.

Прохождение сферической волны через тонкую  пластину рассмотрено в книге [1 ]. 
При этом  учитывались лишь изгибные колебания. Было показано, что с уменьшением 
расстояния I I  (при г =  0, рис. 1) коэффициент прохождения для сферической волны

Ssph = P i/P o  (О

уменьшается. Здесь р х и p Q — соответственно звуковы е давления в точке наблюдения 
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при наличии и отсутствии пластины. Это объясняется гем, что при сближении излучателя 
и приемника величина р 0 неограниченно возрастает по сф ерическому закону, в то время 
как величина р г при этом  остается конечной. Действительно, при малых расстояниях 
между приемником и излучателем возникнет больш ой градиент давления вдоль пласти­
ны, однако в силу своей конечной ж есткости пластина не может круто изгибаться 
вблизи излучателя.

В работах [2, 3] м етодом  перевала выполнен асимптотический анализ звук овы х  
нолей, прош едш их и отраженных от  тонких пластин, движение к оторы х описывается 
уравнениями Тимош енко-М индлина; при этом  предполагалось, чго зависимость коэф ­
фициента прохождения от угла падения имеет плавный характер. В работах [4, 5] 
прохождение сферической волны через пластину исследовано м етодом  конечных 
разностей. В частности, получено', что для стальной пластины толщ иной 1 см  при нор­
мальном падении звука и расстоянии меж ду излучателем и приемником, равным 1 м , 
на частоте 5 кГ ц  коэффициент прохождения равен 1,6. Этот результат противоречит 
значениям, полученным в книге [1 ] ,  а также приведенным ниже результатам точного
расчета.

Влияние неплоского характера падающей волны на результаты измерений коэф ­
фициента прохождения звука при использовании параметрической антенны исследо­
валось в работах [6, 7 ] ,  а при исследовании круглы х излучателя и приемника — 
в работе [8 ] .  Однако в последней исследован только случай нормального падения 
волны на слой.

В настоящей работе приведены результаты точного расчета величины i?sph для упру­
гих слоев. Запишем падающую и прош едш ую волны в следующ ем виде [1 ] :

icopQ 

4яR 0

copkQ ,,«
ехр (Ш ?0) = ----------  /  Н У ’ (кг sin 0 ) е х р ( /Ш  cos 0)  sin OdO,

Sn г  ,
u p Q

Sn
f  В (в )  1) ( h r  sin 0 )  е х р (Ш / cos 0 )  sin 0  dO .
г ,

Здесь Q — производительность источника, р, с  — плотность и скорость  звука в среде, 
к =  со/с — зависимость от  времени в виде е х р (— icot)y В  (в )  — зависимость коэффициента 
прохождения звука от угла падения для вещ ественных и ком плексны х значений угла 0 , 
контур P j показан на рис. 1, б .  Выражение (3 )  неудобно для расчета из-за особенности  
при г  =  0. Разбив интеграл на два (по л евом у  и правому участкам ), с учетом  соотнош е­
ний В (в )  =  В  (—в )  и U y \ —z )  =  получим выражение, не имеющее особенности
при г  =  0 . Тогда с использованием определения (1 )  найдем 2?sph =  йУ?0/е х р (—ikR0) ,  
где

/ =  /  В (0 )  J0 (кг sin 0 ) e x p ( ik H  cos в )  sin OdO. (4 )
г

Здесь Г  — контур , показанный на рис. 1, в.  Заметим, что в последнее выражение входит 
величина Я, которая есть суммарная проекция расстояния R 0 на нормаль, а не каждое 
из расстояний от  излучателя и приемника до слоя. П оэтом у результат не будет меняться 
при перемещении слоя меж ду приемником и излучателем.

Представим интеграл в виде сум м ы  интегралов в пределах (0 , 7г/2), (п/2, п/2 — z°°), 
причем во втором  выполним замену 0 = п/2 -  /У. Тогда

1 =  1 х - И  2, ( 5 )

тт/2
/ 1  -  /  В (0 )  J0 (кг sin 0)  e x p (ikH  cos 0 )  sin OdO, (6 )

о •
oo \

h  =  /  B(n/2 -  IT) J0 (kr  ch T)  e x p (— kH  sh T)  ch TdT.  (7 )
о

Существует часто встречающееся заблуждение, согласно к отор ом у  считают, чго интеграл 
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типа / 2 из-за сильной экспоненциальной зависимости от кН  описывает ближнее иоле 
вблизи пластины и пренебрежимо мал при кН >  1. В действительности это не так, и 
значения интегралов /{ и / 2 м огут быть сравнимы друг с другом  даже в дальнем поле 
при кН >  1. Для иллюстрации рассмотрим простейший пример, положив г = 0 , В{0) =  1. 
Тогда интегралы л егко берутся и получается / ,  = (exp (ikH) -  1 ] / ( / £ / / ) ,  / 2 = 1 /(£ //)>  
т.е. оба интеграла убывают при увеличении кН но о. .ному закону. При этом  величина 
I  = I i  -  U2 =  exp (ikH)l(ikH),  как и следует ожидать, определяет сферическую волну.

При вычислении следует учитывать полюса функции В (0 ) ,  находящиеся на пути 
интегрирования. На вещественной оси  полю сов нет, гак как на этом  участке функ­
ция В (0 )  определяет коэффициент прохождения для обычной плоской волны, при­
чем 0 <  1#(0)1 <  1. П оэтом у подынтегральное выражение в ф ормуле (6 )  всегда огра­
ничено. Однако в интеграле (7 )  при некоторы х значениях Т  =  Тп функция В(тг12 - i T )  
может обращаться в бесконечность, что соответствует полюсам, расположенным так, 
как показано на рис. 1, в. При наличии потерь в слое полюса смещаются вправо, следо­
вательно, контур Г  обходит их слева. Д 1я слоя без потерь при вычислении интеграла 
необходимо добавлять величину вычета в каж дом полюсе, что может оказаться не­
простой вычислительной задачей. Это связано с  тем, чго для достаточно сложных струк ­
тур  (например, многослойной среды , для которой  коэффициент прохождения описы­
вается матричными соотнош ениями) аналитическое вычисление вычета практически 
невозмож но.

Из выражения (3 )  следует, чго каждый полюс соответствует нормальной волне 
(к пг) у распространяющейся вдоль пластины с волновы м  числом кп = к  sin 0п , 

причем sin 0п =  sin(^/2 -  iTn )  =  ch Tni следовательно, c „  = c /ch  Tn. Таким образом , на 
участке в =  (я /2 , тт/2 -  /  °°) лежат полюса, соответствующ ие ’ ’медленным”  нормаль­
ным волнам, для к отор ы х  сп <  с . Для пластин из тверды х материалов (типа металлов 
или ж естких пластмасс) обычно оказывается, что имеются два таких полюса. Один 
из них определяется низшей антисимметричной нормальной волной (для тонких плас­
тин -  изгибной). На рис. 1, в этот полюс лежит вблизи точки 0 =  я /2 . Второй полюс 
связан с  волной типа С тоу или. Первая из этих волн имеет ск орость , близкую  к ск о ­
рости соответствую щ ей волны в слое, находящимся в вакуум е, и несколько изме­
ненную из-за влияния среды. Вторая — имеет ск орость , близкую к ск ор ости  звука 
в среде и несколько измененную из-за влияния слоя.

При расчетах предполагалось, чго в слое имеются потери, поэтом у подынтеграль­
ная функция в выражении (7 )  оставалась ограниченной. Коэффициент прохождения 
рассчитывался но точной ф ормуле Рейсснсра [1 ] ,  справедливой для упругих изотроп­
ных слоев произвольной волновой толщины. Характер функций 1/?(0)1 и \В(тт/2 -  iT) I 
для разных материалов показан на рис. 4 . Приняты следующие значения параметров: 
р = 1000 к г /м 3, с = 1500 м /с , кривая 1 (сталь) -  рм  =  7800 к г /м 3 , X + 2д = 2,69 • 101 1 • 
• ( 1 — 1 0 ,0 0 1 ) Н /м 2 , д  =  7,69 • Ю 10 (1 -  /  0 ,001) Н /м 2 , кривая 2  (пластмасса) -  рм  = 
=  16 00 к г /м 3 , X + 2 д  =  2 ,2  • Ю 10 (1 -  /0 ,0 1 )  Н /м 2 ,д  =  3 • 109 (1 - / 0 , 0 2 )  Н /м 2 ; кри­
вая 3  (резина) -  рм  =  1200 к г /м 3 , X + 2р = 3,9 • 109 (1 -  /  0 ,1 ) Н /м 2 , д  = 1,1 • 108 • 
• (1 -  /  0 ,2 ) Н /м 2 . Здесь pMi X, д  -  плотность и коэффициенты Ламэ для материала 
слоя.

В вещественной области углов коэффициент прохождения через слой резины умень­
шается при увеличении угла падения, через слой стали -  возрастает, а для пластмас­
сы  -  имеет сложный характер, причем провал связан с  взаимодействием симметричных 
и антисимметричных волн. При увеличении волновой толщины слоя провад расширяет­
ся. В ком плексной области сущ ествую т м аксим ум ы  (рис. 4 , б, г ) ,  соответствующ ие 
описанным выше полюсам. Например, на ф иг. 4 , б  второй максимум  кривой 1 с о о т ­
ветствует изгибной волне, распространяющейся со  скоростью  сп =  c /ch  1,548 = 6 1 0  м /с. 
С корость изгибной волны ( Сь)  в стальной пластине, находящейся в вакуум е, при kh = 
=  0 ,209 составляет 690 м /с . Из рис. 100 работы  [1 ] следует, чго в данном случае сп/сь = 
=  0,885. П оэтом у сп =  690 • 0,885 = 611 м /с , чго почти точно соответствует значению, 
полученному из рис. 4 , б.

Алгоритм вычисления интеграла / 2 состоял в следующ ем. Сначала выполнялся
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Р и с . 4 .  Ф у н к ц и и  2 O l g l £ ( 0 ) l  {а, в )  и  20 1ё | # ( т г /2  -  iT ) I ( 6 ,  г )  . в ,  <7 ( / )  -  с т а л ь , 
kh -  0 , 2 0 9 ,  2  -  п л а с т м а с с а ,  kh = 1 ,0 5 ,  3  -  р е з и н а ,  kh = 1 , 0 5 ;  ( в ,  г )  (1) -  
с т а л ь ,  kh =  0 , 6 2 7 ,  2  -  п л а с т м а с с а ,  kh =  3 , 1 4 ,  3 -  р е з и н а ,  kh =  3 ,1 4

машинный просм отр  подынтегрального выражения при изменении Т. При этом  опре­
делялся верхний предел интегрирования как значение Т , при к отор ом  подынтеграль­
ное выражение (7 )  уменьшается до К Г 6 , а также абсциссы полюсов Тп . Затем для 
уменьшения времени расчета промеж уток интегрирования разбивался на ряд интер­
валов — в окрестности  м аксим ум ов и в промеж утке меж ду ними. Время расчета на 
ЭВМ ЕС-1060 составляло 5—10 с  для одной точки. П роверка при В (0 )  =  ] показала, 
что вычисленное значение величины 1 отличалось от  e x p (ikRQ)l(ikR0)  не более чем 
на 10“6 .

Рассмотрим сначала зависимость l£ sphl от  k R 0 при расположении точек М  и Q 
на одной нормали, т.е. при г = 0, 0о =  0 (рис. 5 ) .  Горизонтальные прямые -  значения 
коэффициента прохождения для плоской волны. При kR 0 > 1 0  коэффициенты про­
хождения для плоской  и сферической волн оказываются близкими друг к другу . При 
уменьшении kR 0 для стальной пластины l5 sphl уменьшается в соответствии с  рас­
суждениями, приведенными выше при обсуждении определения ( 1 ) .  Заметим, что 
на всей кривой 1 l # sphl <  l# l  <  1. П оэтом у отмеченные выше результаты работ [4 ,5 ]  
не подтверждаются.

При плавных зависимостях коэффициента прохождения звука от угла падения 
(металл, резина) уже при R 0 =  (1  — 2) Xw , где — длина волны в среде, результа­
ты для плоской  и сферической волн почти совпадают (рис. 6 ) .  Значительные отличия 
между ними возникают в тех случаях, когда угловые характеристики имеют сильно 
неравномерный характер. Из рис. 7 уа видно, что узкий провал в области о к ол о  0о = 30° 
не воспроизводится даже при довольно больш их расстояниях между излучателем и
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приемником. Вслед за провалом возникают м аксимум ы , превышающие 1. Качественно 
эти кривые согласуются с  экспериментальными результатами, приведенными на рис. 2. 
При увеличении волновой толщины слоя (рис. 7 , б)  провал становится более ш ироким. 
В этом  случае результаты для плоской  и сферической волн становятся близкими друг 
к  другу на меньших расстояниях, чем на рис. 7 , а, однако все же эти расстояния остают­
ся гораздо большими, чем для гладких зависимостей на рис. 6.

Совершенно аналогично плохо воспроизводится и узкий максимум  на рис. 7 , б  
в районе в 0 я* 15°.

Характер кривы х объясняется следующим образом . Для того чтобы зв ук ов ое  давле­
ние в прошедшей волне было мало, необходимо, чгобы пластина выполняла роль 
акустического экрана. Однако экранирование может быть эффективным только в том  
случае, если волновые размеры экрана достаточно велики. П оэтом у заштрихованная 
область на рис. 1, г , соответствующ ая области провала АО, должна быть гораздо больше 
длины волны. Остальная часть слоя является акустически прозрачной. Если волновые 
размеры заштрихованной области малы, то возникает дифракция на непрозрачном 
участке. При этом  зона тени не ф ормируется, что приводит к сглаживанию угловы х 
зависимосгей. Эго же рассуждение объясняет и возникновение значений, больш их 
единицы, при осциллирующей зависимости от угла как типичной дифракционной кар­
тины, связанной с синфазным и противофазным сложением дифрагированных волн, 
огибающ их непрозрачную область с  разных сторон. Критерием для минимального 
размера непрозрачной области является условие, требующ ее, чгобы размеры этой 
области составляли хотя бы несколько (л =  5—10) зон Френеля. Это приводит к оцен- 
к е  kR 0 ^  8тт/(А0)2 .

Для пояснения мож но также привлечь соображения, связанные с  вычислением ин­
теграла (3 )  м етодом  перевала. При kR 0 >  1 должна выполняться оценка [9]

BsPh = B ( e 0 ) -
2kR 0 d6

d2B (0 )  dB(0)
( — Т Т ^ - + — ctgf l )

d0
(8 )

o = e

Второе слагаемое определяет поправку к коэффициенту прохождения для плоской 
волны, связанную с конечностью расстояния R 0. При этом  предполагается, чго зави­
симость Б (0)  имеет плавный характер и производные по углу невелики. Однако в 
областях резких изменений коэффициента прохождения это условие нарушается и 
второе слагаемое может оказаться больше первого даже при сравнительно больших 
значениях kR0. В этих условиях м етод  перевала становится некорректным.

Если 0о -  угол , при к отор ом  сущ ествует провал, то dB(0)/d0 \0 = 0 q =  0. П оэтому
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Рис. 6. Зависимости коэффициентов прохождения в сферической 
и плоской волнах от угла падения, а -  резина, kh = 1,05, б -  сталь, 
kh = 0,209; штриховые кривые -  I/Л, остальные l^splH*
Числа около кривых -  значения R0I\W

Рис. 7. Зависимости коэффициентов прохождения в сферической 
и плоской волнах от угла падения, пластмасса: а -  kh = 1,05, б -  
kh = 3,14; штриховые кривые -  \В\, остальные -  I #sphI.
Числа около кривых -  значения R0/\w

в качестве критерия оценки расстояния, при к отор ом  значения \В\ и 1Аф|,1 мало 
отличаются, мож но считать условие

к К о > 1~
d2B (0 )

М 2

Аппроксимируем зависимость I В (0 )  I в районе провала гиперболой

IВ/Вm i n — (0 — 02 )2/Ь2 =  1,

где значение Вт1П = В\д = о 0 зависит от  коэффициента потерь в материале слоя, h -  
= |/?m in| Д 0 /2 , А в -  ширина провала, продолж енного прямыми линиями до уровня 
| В\ = 1. Такая гипербола хорош о аппроксимирует минимум с остры м  кончиком , наблю- 
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дающимся для упругих слоев с  малыми потерями. В результате получаем оценку 

kR 0 > 2 l ( \ B min\ ( A e f ) ,

из которой  следует, что с  увеличением глубины провала увеличивается и расстояние, 
необходим ое для того , чтобы этот провал м ог наблюдаться.

Возрастание кривы х вблизи скользящ их углов падения объясняется гем, что при 
этих углах точки излучения и наблюдения приближаются к  пластине и попадают в 
ближнюю зону, в к отор ой  сущ ествуют поверхностные волны, возникающие из-за 
возбуждения ’ ’медленных”  нормальных волн в пластине.

Из приведенных результатов следует, что при падении на пластину сферической 
волны даже при расстояниях между приемником и излучателем в несколько десятков 
длин волн практически невозмож но воспроизвести узкие минимумы и максимумы 
угловой  зависимости В (в ) .  Вместе с  тем при гладких зависимостях, а также в области 
углов вблизи нормального падения волны уже при расстояниях порядка одной-двух 
длин звук овой  волны в среде коэффициенты прохождения для плоской  и сферической 
волн мало отличаются. .

В дальнейшем предполагается рассмотреть возмож ности улучшения точности измере­
ний на конечных расстояниях, а также структуру ноля вблизи слоя.
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E .L .  S h e n d e r o v

T R A N S M I S S I O N  O F  A  S P H E R I C A L  S O U N D  W A V E  T H R O U G H

A N  E L A S T I C  L A Y E R

T h e  t r a n s m is s io n  o f  a  s p h e r ic a l  s o u n d  w a v e  t h r o u g h  a n  e la s t ic  la y e r  o f  a n  a r b it r a r y  w a v e  t h ic k n e s s  is  

a n a ly s e d .  T h e  e x a c t  s o lu t io n  is  b a s e d  o n  t h e  e x p a n s io n  o f  t h e  s p h e r ic a l  w a v e  i n t o  p la n e  o n e s .  I t  is  ta k e n  

i n t o  a c c o u n t ,  th a t  t h e r e  a r e  p o le s  l o c a t e d  o n  th e  v e r t ic a l  p o r t i o n  o f  th e  in t e g r a t io n  c o n t o u r  a n d  c o n n e c t e d  

w i t h  t h e  e x c i t a t i o n  o f  ’ ’ s l o w ”  n o r m a l  w a v e s  in  t h e  la y e r .
T h e  c o m p u t a t i o n s  f o r  v a r io u s  c la s s e s  o f  m a te r ia ls  (m e t a ls ,  r u b b e r - l ik e  m a te r ia ls ,  p la s t i c s )  a r e  c a r r ie d  

o u t .  In  t h e  c a s e  o f  n o r m a l  i n c i d e n c e  t h e  t r a n s m is s io n  lo s s  c o e f f i c i e n t  ( T L C )  f o r  s p h e r ic a l  a n d  p l a n e  w a v e s  

d o  n o t  d i f f e r  c o n s id e r a b ly  f r o m  e a c h  o t h e r ,  i f  d is t a n c e s  b e t w e e n  t h e  r a d ia t o r  a n d  r e c e iv e r  a r e  g r e a t e r  th a n  

1 - 2  w a v e le n g t h s  in  t h e  m e d i u m .  T h e  d i f f e r e n c e s  in c r e a s e  c o n s i d e r a b l y  a t  o b l i q u e  i n c i d e n c e  f o r  t h e  p la s t ic  

la y e r s  w h e n  t h e  p la n e -w a v e  T L C  a n g le  d e p e n d e n c e  i s  n o t  s m o o t h  a n d  h a s  sh a rp  m in im a  ( ’ ’ d ip s ” ) .  F o r  th e  

i n c i d e n t  s p h e r ic a l  w a v e s  t h e s e  ’ ’ d ip s ”  a r e  n o t  r e p r o d u c e d  a n d  a re  s ig n i f ic a n t ly  s m o o t h e d  e v e n  a t  t h e  d is t a n ­

c e s  o f  s e v e r a l d o z e n s  w a v e le n g t h s .  A t  s o m e  a n g le s  o f  i n c i d e n c e  t h e  s p h e r ic a l  w a v e  T L C  e x c e e d s  u n i t .  T h e s e  

p h e n o m e n a  c a n  b e  e x p la n e d  b y  d i f f r a c t i o n  o n  th e  l im it e d  n o n -s o u n d t r a n s p a r e n t  p a r t  o f  t h e  la y e r  l o c a t e d  
i n  t h e  s o l id  a n g le  n e a r  ’ ’ t h e  d ip ” .
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