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О Б  О С О Б Е Н Н О С Т Я Х  Р А С С Е Я Н И Я  П Л О С К О Й  В О Л Н Ы  

Н А  К О Н Е Ч Н О Й  Т Р Е Щ И Н Е  В  У П Р У Г О Й  П Л А С Т И Н Е

И с с л е д у е т с я  р а ссе я н и е  п л о с к о й  и з г и б н о й  в о л н ы  и „  =  e x p  | /* ( x c o s 0 o +у  s in 0 o )J  на т о н к о й  т р е щ и - 
н с  д л и н ы  2а в  у п р у г о й  п л а ст и н е . Р а сс е я н н о е  н о л е  и я в л я е т с я  р е ш е н и е м  к р а е в о й  за д а ч и :

(Д 2 - к * )и  =  0 ,  (х.у)ф  | | х  | < а .у  = о !  ,

S*u = - S *и 0, п = 1,2, 1 дг | < а ,

г д е  к -  в о л н о в о е  ч и с л о  и з г и б н ы х  к о л е б а н и й , а  о п е р а т о р ы  п е р е р е з ы в а ю щ е й  си л ы  s f  и и з г и б а ю щ е г о  
м о м е н т а  S 2 на к р о м к а х  т р е щ и н ы  и м е ю т  в и д  ( о  -  к о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а ) :

д э д* д3 Ъ3
S f  =  *  lim  ( --------- +  (2  -  о )  -------------- ) ,  S f  *  l im  ( ----------  +  о ---------) .

у-+±О Ъу3 Ъх3 Ъу у—±0 ду3 дХ3
К р о м е  т о г о ,  на б е с к о н е ч н о с т и  с т а в и т с я  у с л о в и е  и з л у ч е н и я , и в  о к р е с т н о с т и  к о н ц о в  т р е щ и н ы  зада 
ю т с я  а с и м п т о т и к и , г а р а н т и р у ю щ и е  к о н е ч н о с т ь  э н е р г и и : и -  wf + u f { f ) r  + + ..., г — 0,
г д е  г и  ip — с в я з а н н ы е  с  р а с с м а т р и в а е м ы м  к о н ц о м  п о л я р н ы е  к о о р д и н а т ы .

М е т о д а м и  т е о р и и  п отен ц и а л а  к р а е в а я  зад ача  с в о д и т с я  к  д в у м  и н т е гр а л ь н ы м  у р а в н е н и я м  типа 
с в е р т к и  на о т р е з к е  |1) .  П е р в о е  у р а в н е н и е  о т в е ч а е т  ч етн ой  п о  у ч а сти  п о л я  и  и м е е т  с т а р ш у ю  си н гу 
л я р н о с т ь  я д р а  в и д а  Эа/Эдга ln| х  -  1 1 , в т о р о е  с  с и н г у л я р н о й  ч а с т ь ю  я д р а  d4 /d x 4 ln| х -  / 1 о т в е ч а е т  
н еч е тн о й  п о  у с о с т а в л я ю щ е й  и. П о  м е т о д у  о р т о г о н а л ь н ы х  м н о г о ч л е н о в  и н т е гр а л ь н ы е  у р а вн ен и я  
з а м е н я ю т с я  б е с к о н е ч н ы м и  с и с т е м а м и  л и н ей н ы х  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й :

оо оо

а/ + L Aimam s h  Pi + 2 BlmPm = Xl-m=0 m=0

Э л е м е н т ы  м а т р и ц  э т и х  с и с т е м  A im. B /m  с  и н д е к с а м и  р а з н о й  ч е т н о с т и  о б р а щ а ю т с я  в  н о л ь ,  а  о с т а л ь 
н ы е  в ы р а ж а ю т с я  и н т е г р а л а м и  н о  п о л у о с и  о т  ф у н к ц и й  с о  с т е п е н н ы м  у б ы в а н и е м  п о р я д к а  0 (т  * ) :

J+rn

А/.m
2(m +  1) /  «  I s

----------------- ------------  / У /+ 1 (Л г)У т + 1 ( * т )  —
(1  -  о )  ( 3  +  о )  0 I f

г ' 2 с/т.

-l+m оо
B lm

2(m + 1) (m + 2) (m +  3) /
----------------------------------------------------------------  /  y < + 2 (fcT )  У п , + 2 ( * т ) !  I + f -  -  s _ f +  I r ~ *d r ,
(1  -  o )  ( 3  +  a )  ( /  + ! ) ( / +  3 )  0

(2)

г д е  s± =  ( ( 1  -  o)t 3 ^ 1 ) * ,  / ±  =  y jr 3 i  1 ,  J n(z) -  ф у н к ц и я  Б е с с е л я .  Т а к и м  о б р а з о м ,  к а ж д а я  и з  с и с т е м  
( 1 )  р а с п а д а е т с я  н а  д в е  в с о о т в е т с т в и и  с  с и м м е т р и е й  з а д а ч и . П р а в ы е  ч а с т и  и  g t  з а в и с я т  о т  у г л а  п а 

д е н и я  в 0 п л о с к о й  в о л н ы :

( о c o s 3 0 0 +  s in 3 Q0 )  y / + l ( k c o s Q 0 )

^  ( 1 - о )  ( З +  О)  C O S O а

, +  | ( ( 2  -  о )  c o s a 0 o  +  s in a 0 o )  / / + 2 ( * c o s 0 „ )

g l  =  '
(1  -  о )  ( 3  +  о ) c o s 1 0 ,
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Р и с . 1 .  З а в и с и м о с т ь  б е з р а з м е р н о г о  э ф ф е к т и в н о г о  
с е ч е н и я  р а с с е я н и я  о т  в о л н о в о й  д л и н ы  т р е щ и н ы  д л я  
О =  9 0 ° ,  4 5 ° ,  5 °  и  0 ° ; о  =  1 / 3 .  Д л я в 0 Ф 0  э ф ф е к т и в н о е  
с е ч е н и е  £  н о р м и р о в а н о  н а  <zsin0 o д л я  в  =  0  -  н а  
а/10

Р и с .  2 .  З а в и с и м о с т ь  б е з р а з м е р н о г о  э ф ф е к т и в н о г о  с е 
ч е н и я  р а с с е я н и я  £ -/в  о т  в о л н о в о й  д л и н ы  т р е щ и н ы  д л я  
0 О =  4 5 °  п р и  с л е д у ю щ и х  з н а ч е н и я х  к о э ф ф и ц и е н т а  
П у а с с о н а :  1 -  о =  1 / 3 , 2  - О Д , 3  ~  - 1 / 3

Р и с .  3 .  З а в и с и м о с т ь  б е з р а з м е р н о г о  э ф ф е к т и в н о г о  
с е ч е н и я  р а с с е я н и я  £ / л  о т  у г л а  п а д е н и я  0 о п л о с к о й  
в о л н ы  д л я  а  =  - 1 / 3  п р и  к а  =  1 ,0 ,  1 ,1 ,  1 ,2 ,  1 ,3

П о  м е т о д у  р е д у к ц и и ,  к о т о р ы й  о б о с н о в ы в а е т с я  в  [ 1 ] ,  у к а з а н н ы е  с и с т е м ы  з а м е н я ю т с я  к о н е ч н ы 
м и .  П р и  э т о м  ч и с л о  у ч и т ы в а е м ы х  у р а в н е ш г й ' / у' ^ и с и т  о т  б е з р а з м е р н о г о  п а р а м е т р а  з а д а ч и  ка.

Ч е р е з  р е ш е н и я  с и с т е м  ( 1 )  м о г у т  б ы т ь  в ы р а ж е н ы  л С ^ а к т е р и с т и к и  р а с с е я н н о г о  п о л я .  В ч а с т н о с т и ,  
д л я  д и а г р а м м ы  н а п р а в л е н н о с т и  Ф р а с х о д я щ е й с я  о т  т р е щ и н ы  ц и л и н д р и ч е с к о й  в о л н ы  и м е е м :

оо / / + . ( * C O S 0 )  ^
* ( 0 , 0 0 )  =  (oco s36 +  s in 2 0 )  £  а / ( - 1 )  ( ! + 1 ) ---------------------------  +  ( ( 2  -  о ) vo$’ 0 г

/--О  c o s  0

л ~  # 0 + 3)! / М (*СС5?)
+  Sin2 0 )  s i n 0 £  0 , ( - 1 ) --------------------------------------------------,

1= 0  I ! c o s 2 0

П р и  п р о в е д е н и и  в ы ч и с л е н и й  д и а г р а м м ы  Ф  т о ч н о с т ь  р е з у л ь т а т о в  к о н т р о л и р о в а л а с ь  п р и  п о м о щ и  

о п т и ч е с к о й  т е о р е м ы  12 J .  П р е д с т а в л е н н ы е  н>*Ж£ р е з у л ь т а т ы  и м е ю т  о т н о с и т е л ь н у ю  п о г р е ш н о с т ь  н е  
б о л е е  1 % . Р а с ч е т ы  п о к а з а л и ,  ч т о  д л я  ка  *  5  с и с т е м ы  ( 1 )  м ш - у т  б ы т ь  у с е ч е н ы  н а  1 0 - м  у р а в н е н и и ,  
т . е .  с  у ч е т о м  т о г о ,  ч т о  п о л е  р а с п а д а е т с я  \кл ч е т ы р е  с о с т а в л я ю щ и е ,  н е о б х о д и м о  р е ш а т ь  ч е т ы р е  с и с т е м ы  

8 1 8



н с  б о л е е  ч е м  п я т и  у р а в н е н и й .  О с н о в н о й  т р у д н о с т ь ю  р а с ч е т о в  я в л я е т с я  в ы ч и с л е н и е  э л е м е н т о в  м а т 
р и ц  с и с т е м .  П р е д с т а в л е н н ы е  р е з у л ь т а т ы  п о л у ч е н ы  п о  п р о г р а м м е ,  в  к о т о р о й  р е а л и з о в а н о  в ы ч и с л е 
н и е  э л е м е н т о в  м а т р и ц  с и с т е м  п о  ф о р м у л а м  ( 2 )  с  и с п о л ь з о в а н и е м  м е т о д а  э т а л о н н ы х  и н т е г р а л о в  д л я  
у с к о р е н и я  с х о д и м о с т и .

П о л у ч е н н ы е  ч и с л е н н ы е  и  а с и м п т о т и ч е с к и е  р е з у л ь т а т ы  п о з в о л и л и  у с т а н о в и т ь  н е к о т о р ы е  о с о б е н 
н о с т и  п о л я ,  д и ф р а г и р о в а н н о г о  н а  т р е щ и н е  в  п л а с т и н е  К и р х г о ф а .  Н а  р и с .  1 п р и в е д е н ы  з а в и с и м о с т и  
э ф ф е к т и в н о г о  с е ч е н и я  р а с с е я н и я  2:  о т  в о л н о в о й  д л и н ы  т р е щ и н ы  д л я  р а з л и ч н ы х  у г л о в  п а д е н и я  
п л о с к о й  в о л н ы .  Х а р а к т е р н о й  о с о б е н н о с т ь ю  п р и в е д е н н ы х  з а в и с и м о с т е й  я в л я е т с я  н а л и ч и е  м а к с и м у 
м а  э ф ф е к т и в н о г о  с е ч е н и я  р а с с е я н и я  п р и  ка  «  2 ,2 .  А н а л о г и ч н ы й  м а к с и м у м  н а б л ю д а е т с я  п р и  д и ф р а к 
ц и и  а к у с т и ч е с к и х  в о л н  н а  о т р е з к е  с  у с л о в и е м  Н е й м а н а  [ 3 ]  и  о б ъ я с н я е т с я  и н т е р ф е р е н ц и е й  в о л н ,  
р а с х о д я щ и х с я  о т  к о н ц о в  п р е п я т с т в и я .

О т м е т и м ,  ч т о  в л и я н и е  в о л н ы ,  а н а л о г и ч н о й  р а с п р о с т р а н я ю щ е й с я  в д о л ь  к р о м к и  п о л у б е с к о н е ч -  
н о й  п л а с т и н ы  [ 4 ] ,  н е  п р и в о д и т  к  п о я в л е н и ю  р е з о н а н с о в .  Э т о т  в ы в о д  м о ж е т  б ы т ь  с д е л а н  к а к  н а  о с 
н о в а н и и  а н а л и з а  п р и в е д е н н ы х  г р а ф и к о в ,  т а к  и  и с х о д я  и з  и с с л е д о в а н и я  с в о й с т в  р а з р е ш и м о с т и  и н 
т е г р а л ь н ы х  у р а в н е н и й  п р и  к о м п л е к с н ы х  ч а с т о т а х .

Н а р я д у  с  у к а з а н н ы м и  о б щ и м и  ч е р т а м и  я в л е н и я  д и ф р а к ц и и  в  с л у ч а е  и з г и б н ы х  и  а к у с т и ч е с к и х  
в о л н  о б н а р у ж е н ы  и  с у щ е с т в е н н ы е  о т л и ч и я .  Т а к ,  п р и  п а д е н и и  а к у с т и ч е с к о й  в о л н ы  в д о л ь  п р е п я т с т в и я  
т и п а  о т р е з к а  с  у с л о в и е м  Н е й м а н а  э ф ф е к т и в н о е  с е ч е н и е  р а с с е я н и я  о б р а щ а е т с я  в  н о л ь ;  п р и  д и ф р а к 
ц и и  и з г и б н о й  в о л н ы  э ф ф е к т и в н о е  с е ч е н и е  о т л и ч н о  о т  н у л я  п р и  0 О =  0 ,  о Ф 0 .  О б ъ я с н я е т с я  э т о  т е м ,  
ч т о  д л я  у п р у г и х  м а т е р и а л о в  д е ф о р м а ц и я  т е л а  в  о д н о м  н а п р а в л е н и и  в ы з ы в а е т  е г о  д е ф о р м а ц и ю  и 
в  д р у г и х  н а п р а в л е н и я х .  Э т о  я в л е н и е  о п и с ы в а е т с я  к о э ф ф и ц и е н т о м  П у а с с о н а  и  и м е е т  м е с т о  п р и  
а  Ф  0 .

В  п о с л е д н е е  в р е м я  п о я в и л и с ь  м а т е р и а л ы  с  о т р и ц а т е л ь н ы м и  з н а ч е н и я м и  к о э ф ф и ц и е н т а  П у а с с о н а
[ 5 ] .  В  с в я з и  с  э т и м  п р е д п р и н и м а ю т с я  и с с л е д о в а н и я  п о  п р о в е р к е  о с н о в н ы х  ф о р м у л  т е о р и и  у п р у г о с т и  
д л я  э т о г о  с л у ч а я  [ 6 ] .  В ы в о д  п р и б л и ж е н и я  К и р х г о ф а  д л я  т о н к и х  п л а с т а н  [ 7 ]  о с т а е т с я  с п р а в е д л и в ы м  
и  п р и  о  <  0 .  Н а  р и с .  2  п р е д с т а в л е н ы  з а в и с и м о с т и  э ф ф е к т и в н о г о  с е ч е н и я  р а с с е я н и я  и з г и б н о й  в о л н ы  
о т  д л и н ы  т р е щ и н ы  п р и  ф и к с и р о в а н н о м  у г л е  п а д е н и я  4 5 °  д л я  р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и й  к о э ф ф и ц и е н т а  
П у а с с о н а  м а т е р и а л а  п л а с т и н ы . Л е г к о  з а м е т и т ь ,  ч т о  с у щ е с т в е н н ы е  о т л и ч и я  в  э ф ф е к т и в н о м  с е ч е н и и  
н а б л ю д а ю т с я  л и ш ь  п р и  м а л ы х  д л и н а х  т р е щ и н ы .  Э т о т  в ы в о д  п о д т в е р ж д а е т  и  а с и м п т о т и к а  п р и  
к а  -+ 0  [ 1 ] :

ка 2 ( s in a0 +  a c o s a 0 )  ( s in a 0 o  +  o c o s a 0 o )
* ( 0 , 0 „ )  =  i  ( --------- )  ------------------------------------------------------------------------------- +  0 ( ( k a ) A). ( 3 )

2  (1  — c )  ( 3  +  a )

П р и  a  >  0  д и а г р а м м а  н а п р а в л е н н о с т и  и м е е т  д в а  л е п е с т к а ,  о р т о г о н а л ь н ы х  т р е щ и н е .  П р и  о  <  0  л е 
п е с т к о в  с т а н о в и т с я  ч е т ы р е .  П р и  э т о м  с у щ е с т в у е т  т а к о й  у г о л  п а д е н и я  0 О =  a r c t g ( > / - a ) , д л я  к о т о р о г о  
п р о п а д а е т  с т а р ш и й  ч л е н  а с и м п т о т и к и  ( 3 ) .  Р а с ч е т ы  п о к а з а л и ,  ч т о  д л я  а =  - 1 / 3 п р о в а л  н а  г р а ф и к е ,  
п р е д с т а в л я ю щ е м  з а в и с и м о с т ь  э ф ф е к т и в н о г о  с е ч е н и я  р а с с е я н и я  о т  у г л а  п а д е н и я  ( р и с .  3 ) ,  с о х р а н я 
е т с я  в п л о т ь  д о  з н а ч е н и й  к а  =  1 ,2 .  Т а к и м  о б р а з о м ,  н а  н и з к и х  ч а с т о т а х  с у щ е с т в е н н у ю  р о л ь  и г р а ю т  п а 
р а м е т р ы  м а т е р и а л а ,  а  н а  б о л е е  в ы с о к и х  ч а с т о т а х  с к а з ы в а е т с я  л и ш ь  г е о м е т р и я  з а д а ч и .
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