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Л .Г .  Б р у с к и н

В З А И М О Д Е Й С Т В И Е  П У З Ы Р Ь К О В  Г А З А  С  Т В Е Р Д Ы М И  Ч А С Т И Ц А М И

В  А К У С Т И Ч Е С К О М  П О Л Е

В л и я н и е  а к у с т и ч е с к о г о  п о л я  н а  ж и д к о с т ь ,  с о д е р ж а щ у ю  м е л к и е  ч а с т и ц ы  т в е р д о й  и л и  г а з о о б р а з 
н о й  ф а з ы ,  и з у ч а л о с ь  в  р я д е  р а б о т  [ 1 - 5 ] .  П о д р о б н о  и с с л е д о в а н  х а р а к т е р  к о л е б а н и й  с и с т е м ы  и з 
д в у х  п у з ы р ь к о в  г а з а ,  н а х о д я щ и х с я  в  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  в  п о л е  с т о я ч е й  л и б о  б е г у щ е й  в о л н ы ,  
и з м е н е н и е  в о л н о в ы х  с в о й с т в  д в у х ф а з н о й  с р е д ы  ( п о я в л е н и е  д и с п е р с и и ,  м о д у л я ц и и  к о н ц е н т р а ц и и  
ч а с т и ц , а  т а к ж е  р я д а  э ф ф е к т о в ,  а н а л о г и ч н ы х  р е з о н а н с н ы м  я в л е н и я м  в н е л и н е й н о й  о п т и к е ) .

В  р а б о т е  [ 6 ] с т а в и л а с ь  з а д а ч а  и с с л е д о в а т ь  о с р е д н с и н о с  д в и ж е н и е  с ф е р и ч е с к о й  т в е р д о й  ч а с т и ц ы  
о т н о с и т е л ь н о  г а з о в о г о  п у з ы р ь к а  в  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и .  З а д а ч и  т а к о г о  т и п а  в о з н и к а ю т  п р и  
м а т е м а т и ч е с к о м  м о д е л и р о в а н и и  п р о ц е с с а  ф л о т а ц и и .  В  н а с т о я щ е й  р а б о т е  а к у с т и ч е с к и й  ф л о т а ц и о н 
н ы й  э ф ф е к т  м о д е л и р у е т с я  н а  о с н о в е  у р а в н е н и я  н е л и н е й н ы х  д и п о л ь н ы х  к о л е б а н и й  ч а с т и ц ы  в 
с ж и м а е м о й  с р е д е  [ 1 ] .

С л е д у я  р е з у л ь т а т а м  р а б о т ы  [ 1 ] ,  у р а в н е н и е  о с р е д н е н н о г о  п о  п е р и о д у  з в у к о в о й  в о л н ы  д в и ж е н и я  
ч а с т и ц ы  з а п и ш е м  в  в и д е
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З д е с ь  V = 4 f3  n R p  -  о б ъ е м  ч а с т и ц ы , g  -  у с к о р е н и е  с в о б о д н о г о  п а д е н и я ,  v -  к и н е м а т и ч е с к а я  в я з 
к о с т ь  ж и д к о с т и ,  v  -  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  в  о т с у т с т в и е  ч а с т и ц ы , U p  -  с к о р о с т ь  ч а с т и ц ы  ( в  л и н е й н о м  
п р и б л и ж е н и и  U p  =  v 3 p 0 / ( 2  р *  +  р0), v  =  Д  г д е  -  с у м м а р н о е  п о л е  в н е ш н е й  а к у с т и ч е с к о й  в о л н ы  и 
в о л н ы ,  р а с с е я н н о й  п у л ь с и р у ю щ и м  г а з о в ы м  п у з ы р ь к о м ,  р * ,  р 0 -  п л о т н о с т и  ч а с т и ц ы  и  ж и д к о с т и ,  с 0 -  
с к о р о с т ь  з в у к а .

В  у р а в н е н и и  ( 1 )  у ч и т ы в а ю т с я  с и л ы  р а д и а ц и о н н о г о  д а в л е н и я ,  в з а и м о д е й с т в и я  с и с т е м ы  п у з ы 
р е к - ч а с т и ц а ,  а  т а к ж е  с и л ы  т я ж е с т и ,  С т о к с а  и А р х и м е д а .  Ц е н т р  п у л ь с и р у ю щ е г о  в о  в н е ш н е м  п о л е  
г а з о в о г о  п у з ы р ь к а  с ч и т а е т с я  д в и ж у щ и м с я  р а в н о м е р н о  п о д  д е й с т в и е м  с и л ы  с о п р о т и в л е н и я  и  в ы 
т а л к и в а ю щ е й  с и л ы ,  е г о  р а д и у с  R b у д о в л е т в о р я е т  н е р а в е н с т в у  R p < R b < \ ( \  д л и н а  п а д а ю щ е й  
в о л н ы ) ,  в о з д е й с т в и е  д и п о л ь н ы х  к о л е б а н и й  ч а с т и ц ы  н а  м о н о п о л ь н ы е  к о л е б а н и я  п у з ы р ь к а  с ч и т а 
е т с я  н е с у щ е с т в е н н ы м .

П о т е н ц и а л  д е й с т в у ю щ е г о  н а  ч а с т и ц у  а к у с т и ч е с к о г о  п о л я  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н  в  в и д е

[ 5 ]
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г д е  -  в н е ш н е е  п о л е ,  трЬ -  в е к т о р ,  н а п р а в л е н н ы й  и з  ц е н т р а  ч а с т и ц ы  в  ц е н т р  п у з ы р ь к а ,  s  = с о 0 / с о ,  
г д е  со -  ч а с т о т а  п а д а ю щ е й  в о л н ы ,  o j0 -  ч а с т о т а  с о б с т в е н н ы х  к о л е б а н и й  п у з ы р ь к а ,  8 -  к о э ф ф и ц и е н т ,  
х а р а к т е р и з у ю щ и й  т е п л о в ы е ,  р а д и а ц и о н н ы е  и  в я з к и е  п о т е р и .

П о д с т а в л я я  ( 2 )  в  ( 1 )  и  п р о в о д я  у с р е д н е н и е  п о  в р е м е н и ,  в  н у л е в о м  п р и б л и ж е н и и  п о  r/к  п о л у ч и м  
у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  т в е р д о й  ч а с т и ц ы :
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З д е с ь

P *  1 2  R 2
T = ( -  + - )   !P~ ,

Po 2  9  v

л _S/?^j,(p«-p0)|»r

9 v ( 2  p *  +  РоКС-г1 - l )2 + « 2 )

P *  2  R * g
D ,  = ( -  - 1 )  — -2-

P o  9 "

Н а  в с п л ы в а ю щ и й  п у з ы р е к  д е й с т в у ю т  с и л ы  с о п р о т и в л е н и я  и  А р х и м е д а ,  а т а к ж е  с и л ы  р а д и а ц и о н н о г о  
д а в л е н и я  к  в з а и м о д е й с т в и я  с  д р у г и м и  п у з ы р ь к а м и  г а з а  и  т в е р д ы м и  ч а с т и ц а м и . О г р а н и ч и в а я с ь  с л у 
ч а е м  м а л о й  к о н ц е н т р а ц и и  п у з ы р ь к о в  и у ч и т ы в а я ,  ч т о  и х  р а з м е р ы  в о  ф л о т а ц и о н н о й  к а м е р е  с о с т а в 
л я ю т  0 , 5 - 1  м м ,  м о ж н о  с ч и т а т ь  п у з ы р ь к и  и з о л и р о в а н н ы м и  и в с п л ы в а ю щ и м и  п о д  д е й с т в и е м  т о л ь к о
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с и л ы  с о п р о т и в л е н и я  и в ы т а л к и в а ю щ е й  с и л ы .  С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  п у з ы р ь к а  о п р е д е л и т с я  в ы р а ж е н и 

е м  [ 7 )

U6 =  -7 > - ,  Р  = (4,4 g R b) /2. (4)
g

П р е н е б р е г а я  и н е р ц и е й  т в е р д о й  ч а с т и  ( ч т о  с п р а в е д л и в о  п р и  в ы п о л н е н и и  у с л о в и я  \(l\f))\/\d<\Jp )/d t \ >
>  т ) ,  д л я  с к о р о с т и  о т н о с и т е л ь н о I X )  д в и ж е н и я  Vb-v p =  dxpb/d t  и м е е м  с о о т н о ш е н и е

( 5 )

d t  rp b  S

г д е  D  =  D X +  Р. Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 5 ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  у с л о в и ю  
х  = <*>, у  = Ь, и м е е т  в и д

5 А у  3 ух  2 у 3х  1/5
у  = [65 -------- (3 (arctg - + к п ) -------------------------------------- )1 . (6)

8 D х  х 2 + у2 (.х2+у2 )2

О с ь  х  н а п р а в л е н а  в д о л ь  g ,  н а ч а л о  о т с ч е т а  в  л ю б о й  м о м е н т  в р е м е н и  с о в п а д а е т  с  ц е н т р о м  т в е р д о й  
ч а с т и ц ы .  Ч и с л о  к  =  0  п р и  х  >  0  и к  =  1 п р и  х  <  0 .

О п р е д е л и м  п а р а м е т р  Ь, п р и  к о т о р о м  п а д а ю щ а я  ч а с т и ц а  л и ш ь  и з м е н и т  с в о ю  т р а е к т о р и ю  в  п о л е  
п у л ь с и р у ю щ е г о  п у з ы р ь к а ,  н е  о б р а з у я  с в я з а н н о г о  с о с т о я н и я .  М и н и м а л ь н ы й  п р и ц е л ь н ы й  п а р а м е т р ,  
п р и  к о т о р о м  ч а с т и ц а  ’ ’ р а с х о д и т с я ”  с  п у з ы р ь к о м ,  о п р е д е л и т с я  и з  у с л о в и я  с у щ е с т в о в а н и я  р е ш е н и я  
п р и  х  -*  —  оо :

1/5 7 5  nR pR *b ( р * —р а )  I ^  |2 1/51 5  тгА
(

8  D
) = (

8 ( 2  р * + Ро)  « р * /р .  - 1) 2  R p g  + 9 v Р) ((sJ- 1)2 + 82)
) ( 7 )

П р и  b < Ь 0 п р о и с х о д и т  з а х в а т  п а д а ю щ и х  ч а с т и ц  п у з ы р ь к о м ,  т а к  ч т о  в е л и ч и н а  п/>1 и м е е т  с м ы с л  с е 
ч е н и я  з а х в а т а .  В с л у ч а е  в н е ш н е г о  п о л я  ф 0, о б е с п е ч и в а ю щ е г о  и з б ы т о ч н о е  д а в л е н и е  ~  1 0 4 Г1а с  ч а с 
т о т о й  ~ 3 , 2  к Г ц  п р и  R f) **  5  • 1 0 “ 5 м ,  R b  ^  1 0 " э и  д о б р о т н о с т и  п у з ы р ь к а  ~ 1 0  в е л и ч и н а  п а р а м е т р а  
з а х в а т а  Ь0 с о с т а в л я е т  ~ 0 , 3  с м .

Е с л и  г а з о в ы й  п у з ы р е к  п о к о и т с я  ( п у л ь с и р у е т  н а  к а п и л л я р е ) ,  т о  в  у р а в н е н и и  ( 5 )  D = D X. П р и  
э т о м  в  н у л е в о м  п р и б л и ж е н и и  п о  г / \  с е п а р а ц и и  ч а с т и ц  п о  р а з м е р а м  н е  п р о и с х о д и т ,  п р и ц е л ь н ы й  п а р а 
м е т р  Ь0 з н а ч и т е л ь н о  в о з р а с т а е т  и д л я  т е х  ж е  у с л о в и й  с о с т а в л я е т  -  0 ,6  с м .  П о с л е д н я я  о ц е н к а ,  в п р о 
ч е м ,  м е н е е  д о с т о в е р н а ,  т а к  к а к  п о л е  п у л ь с и р у ю щ е г о  н а  к а п и л л я р е  п у з ы р ь к а  о т л и ч а е т с я  о т  з а д а 
в а е м о г о  в ы р а ж е н и е м  ( 2) .

С л е д у е т  о т м е т и т ь ,  ч т о  п р и  з а п и с и  у р а в н е н и я  ( 3 )  б ы л и  о п у щ е н ы  д в е  с о с т а в л я ю щ и е  у с р е д н е н н о й  
п о  в р е м е н и  с и л ы  в з а и м о д е й с т в и я .  П е р в а я  с о с т а в л я ю щ а я  -  э г о  с и л а  р а д и а ц и о н н о г о  д а в л е н и я  в н е ш 
н е г о  п о л я  ( м а л ы е  с л а г а е м ы е ,  п р о п о р ц и о н а л ь н ы е  В т о р а я  -  ч л е н , п р о п о р ц и о н а л ь н ы й
I ’M г ! грь*  о п и с ы в а ю щ и й  н а р я д у  с  о с т а в л е н н ы м  ч л е н о м  - 1̂  12 / г/>ь  с и л у  д а в л е н и я  н а  м а л е н ь к у ю  
ч а с т и ц у  в  с ф е р и ч е с к о й  р а с х о д я щ е й с я  в о л н е ,  т . с .  с и л у  д и п о л ь - м о н о п о л ь н о г о  в з а и м о д е й с т в и я  ( 3 ,  8 |. 
Э т а  к о м п о н е н т а  б о л е е  д а л ь н о д е й с т в у ю щ а я ,  ч е м  о с т а в л е н н а я  в  ( 3 ) ,  и  п р и  грЬ  ^  5  с м  ( д л я  т е х  ж е  
з н а ч е н и й  о с н о в н ы х  п а р а м е т р о в )  о н а  п р е в о с х о д и т  у ч т е н н ы й  н а м и  ч л е н . О д н а к о  н а  с т о л ь  з н а ч и т е л ь н о м  
у д а л е н и и  о т  п у з ы р ь к а  а б с о л ю т н о е  з н а ч е н и е  о б е и х  к о м п о н е н т  м о н о п о л ь - д и п о л ь н о г о  в з а и м о д е й с т в и я  
н а м н о г о  м е н ь ш е  с и л ы  т я ж е с т и ,  и  т р а е к т о р и я  п а д а ю щ е й  ч а с т и ц ы  и м и  п р а к т и ч е с к и  н с  и с к а ж а е т с я .

С е ч е н и е  в з а и м о д е й с т в и я  п р о п о р ц и о н а л ь н о  Д ^ /S ,  п о э т о м у  э ф ф е к т и в н о с т ь  з а х в а т а  к р у п н ы х  
ч а с т и ц  в ы ш е ,  ч е м  м е л к и х .  Э т о т  э ф ф е к т  с е п а р а ц и и  о т м е ч а л с я  в  ( 6 ) ,  г д е  т а к ж е  п р е д п р и н и м а л а с ь  
п о п ы т к а  о б ъ я с н и т ь  м е х а н и з м  ф л о т а ц и о н н о г о  д е й с т в и я  г а з о в о г о  п у з ы р ь к а  ( б е з  у ч е т а  г р а в и т а ц и и ) .  
Н е л и н е й н о с т ь  у р а в н е н и я  к о л е б а н и й  ч а с т и ц ы  о б е с п е ч и в а л а с ь  б л а г о д а р я  в в е д е н и ю  п о п р а в к и  О с е с н а  
к  с т о к с о в о й  с и л е  с о п р о т и в л е н и я ,  а  с р е д а  п о л а г а л а с ь  н е с ж и м а е м о й .  А в т о р а м и  р а б о т ы  ( 6 | б ы л о  п о 
к а з а н о ,  ч т о  е с л и  в р е м я  р о с т а  п у л ь с и р у ю щ е г о  п у з ы р ь к а  в  н е с к о л ь к о  р а з  б о л ь ш е  в р е м е н и  с ж а т и я ,  т о  
п о п р а в к а  О с е с н а  о б е с п е ч и в а е т  п р и т я ж е н и е  ч а с т и ц ы . З а м е т и м ,  ч т о  э т о  п р е д п о л о ж е н и е  о п р а в д а н о  
л и ш ь  д л я  м е л к и х  п у з ы р ь к о в  к а в и т а ц и о н н о й  п р и р о д ы .  Е с л и  ж е  п р о д о л ж и т е л ь н о с т и  ф а з  с ж а т и я  и 
р а с ш и р е н и я  р а в н ы  (с л у ч а й  к о л е б а н и й  в о з д у ш н ы х  п у з ы р ь к о в  с  р а з м е р а м и  ~  }  м м  в о  ф л о т а ц и о н н о й  
к а м е р е ) ,  т о  с о г л а с н о  [ 6 ]  с р е д н я я  с и л а  в з а и м о д е й с т в и я  с и с т е м ы  ’ ’ п у з ы р е к - ч а с т и ц а ”  р а в н а  н у л ю . 
П о э т о м у  а к у с т и ч е с к и й  ф л о т а ц и о н н ы й  э ф ф е к т  н е  м о ж е т  б ы т ь  о б ъ я с н е н  н е л и н е й н о с т ь ю  с и л ы  с о п р о 
т и в л е н и я .

И з  у р а в н е н и я  ( 5 )  с л е д у е т  т о т  ф а к т ,  ч т о  з а х в а ч е н н ы м и  м о г у т  б ы т ь  т о л ь к о  ч а с т и ц ы  с  п л о т н о с т ь ю ,  
п р е в ы ш а ю щ е й  п л о т н о с т ь  ж и д к о с т и  {А  > 0 ) ,  т о г д а  к а к  п р и  о т с у т с т в и и  а к у с т и ч е с к о й  в о л н ы  л ю б ы е  
ч а с т и ц ы  м о г у т  и с п ы т ы в а т ь  с о у д а р е н и я  с о  в с п л ы в а ю щ и м  п у з ы р ь к о м .

Т а к и м  о б р а з о м ,  у р а в н е н и е  н е л и н е й н ы х  д и п о л ь н ы х  к о л е б а н и й  ч а с т и ц  м о ж е т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н о  
д л я  к о л и ч е с т в е н н о г о  о п и с а н и я  п р о ц е с с а  и х  з а х в а т а  п у з ы р ь к а м и  г а з а  в о  ф л о т а ц и о н н о й  к а м е р е .

А в т о р  б л а г о д а р е н  Ю .А . К о б е л е в у  з а  п о л е з н о е  о б с у ж д е н и е  р а б о т ы .
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РЕЗОНАНСНОЕ РАССЕЯНИЕ ВОЛНЫ РЭЛЕЯ ОТ СТЕРЖНЯ, 
ПРИСОЕДИНЕННОГО К ГРАНИЦЕ ТВЕРДОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА

На практике для создания звукоизоляции в волноводе широко применяют конструкции из 
четвертьволновых отростков. Такие отростки интенсивно рассеивают звуковые волны в волно
воде. Можно ожидать, что стержень, присоединенный к границе твердого полупространства, бу
дет резонансным рассеивателем для поверхностных рэлеевских волн. Ниже получены дисперсион
ные уравнения для резонансных частот стержня и оценена эффективность его работы в каче
стве рассеивателя волн.

Рассмотрим однородное твердое полупространство z <  0 со свободной поверхностью z = 0. 
К ней при z = 0, sjx2 + у 2 < а присоединен (приклеен) тонкий круглый стержень радиусом а 
и длиной L. Ось стержня совпадает с осью z , конец z = L  стержня свободный. Поле в твердой 
среде будем характеризовать скалярным и векторным потенциалами у  и ^ . Пусть на стержень па
дает поверхностная рэлеев ская волна с потенциалами

(0 ) A  e x p  ( a z  + / £ х ) ,  4* ^  = }А
2 it-a

а 2 + 02)
e x p  (0 Z  +  / £ * ) ,

где
а = %Л2 - * /  , 0 = \Л2 - к ) ,  к, = и>/с,, kt =  oi/ct,

ci и ct -  соответственно скорости продольных и поперечных волн, ы  -  круговая частота, j  -  
орт по оси у  у £ -  корень уравнения Рэлея

(С2 + 0 2)2 =  0. (2)

Под действием волны (\о^ ^  стержень колеблется и излучает поле Полное
поле U>y ф ) равно f  =  <*> ^  + Ч> • Оно сшивается с полгм с  Стержне: на гра
нице стержень -  твердое полупространство непрерывны смеще;п*.« Напряжения. При расчете рас
сеяния от тонкого стержня Ск\а <  1 )  достаточно потребовать непрерывности усредненных
(по площади круга yjx1 + у 2 < а) смещения и Напряжения.

Исследование эффективности рассеяния выполним на основе известных решений задач об 
излучении звука в твердом полупространстве 1 1 -3 ) .  Найдем поля в полупространстве и в стерж
не, создаваемые; нормальной (1 ) и тангенциальной (I )  силами

Foa ) (Г) =  F0( i ) exp ( - 1 ы /) , F ( l ,) ( / ) =  F0( l ) e x p ( - i W ) ,  (3)

равномерно распределенными по площади круга z = 0 , y jx2 + у 2 < а. Амплитуды F ^ 1  * и этих
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