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ВЫЧИСЛЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК КРУГЛЫХ МНОГОСЛОЙНЫХ 
АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛНОВОДОВ С УЧЕТОМ ПОТЕРЬ

Р а з р а б о т а н  а л г о р и т м  р а с ч е т а  х а р а к т е р и с т и к  а к у с т и ч е с к и х  к о л е б а н и й  п р о и з в о л ь н о г о  
т и п а ,  р а с п р о с т р а н я ю щ и х с я  в д о л ь  к р у г л о г о  м н о г о с л о й н о г о  в о л н о в о д а ,  о д н о р о д н о г о  п о  
у г л о в о й  и  п р о д о л ь н о й  к о о р д и н а т а м .  А л г о р и т м ,  о с н о в а н н ы й  н а  п е р е м н о ж е н и и  м а т р и ц ,  
о п и с ы в а ю щ и х  с в о й с т в а  к а ж д о г о  с л о я ,  п о з в о л я е т  о б х о д и т ь с я  б е з  в ы ч и с л е н и я  о п р е д е л и ­
т е л я  в ы с о к о г о  п о р я д к а ,  к а к  э т о  и м е е т  м е с т о  в  с л у ч а е  к л а с с и ч е с к о г о  п о д х о д а .  Т р е н и е  
у ч и т ы в а е т с я  в  п р и б л и ж е н и и  Ф о х т а ,  т .е .  к о э ф ф и ц и е н т ы  Л а м е  м а т е р и а л о в  в о л н о в о д а  
с ч и т а ю т с я  к о м п л е к с н ы м и .  П р и в е д е н ы  р е з у л ь т а т ы  м о д е л ь н ы х  в ы ч и с л е н и й ,  и л л ю с т р и ­
р у ю щ и е  в о з м о ж н о с т и  а л г о р и т м а .

Методам расчета характеристик акустических волноводов круглого сечения посвя­
щен ряд работ, например [1 -4 ]  и т.д. Интерес к этим направляющим системам обусл ов ­
лен тем, что они м огут использоваться в акустических линиях задержки на большие 
времена [ 1 , 5 ] .  Позднее появились сообщ ения о  том , что для тех же целей м огут исполь­
зоваться известные из волоконной оптики кварцевые волокна [51,  механические свой ­
ства к оторы х зависят о т  радиальной координаты цилиндрической ( г ,  iр 9 z )  системы 
координат, соответствующ ей волноводу [ l ] . В связи с  этим актуальной становится раз­
работка м етодов расчета многослойных акустических вол н оводов , так как п одбором  
материалов слоев можно решать задачи оптимизации конструкций волноводов по раз­
личным критериям, например: уменьшать искажения сигналов, снижать потери на не­
регулярностях, фильтровать различные типы м од  и т.д. Учитывая свойства реальных 
материалов, математическая модель волновода должна учитывать потери на трение, 
т.е. необходимо рассматривать комплексные значения постоянных Ламе Л. и д  (м о ­
дель Фохта [6] ) .

Рассмотрим бесконечный и однородный вдоль оси  z  многослойный волн овод  к р уг­
л ого  сечения. Радиусы слоев обозначим a lt а2 >. • . ,  , где N  -  число слоев. Каждый
слой характеризуется тремя величинами: плотностью рк и постоянными Ламе Хк и д * , 
где к = 1 . . .  N.

Ставится задача на заданной частоте со определить структуру поля и постоянную рас­
пространения 7  волны произвольного типа, распространяющейся в положительном на­
правлении вдоль оси  z .

Следуя [1, 2 ] ,  выразим вектор  смещения U через скалярную ф и векторную  h по­
тенциальные функции и предположим, что решения имеют вид

где г0 , чр0у Zo -  орт  цилиндрической системы координат. Согласно [ 2 ] ,  для цилиндри­
ческого слоя имеем

№  = b U „< a k r )+ b $ Y „(a k r ) , (О
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К (r) = bUnWkr) + b *Y n(for) , (2)

h r ( r )  = -  h v ( r )  = b U n * , (for) + Й6*У„+1 (for), (3)
где /„ (* )  и Уя(х) -  функции Бесселя и Неймана соответственно, а \  = со2/К#. — 72,
Р2к = со2 IVS -  72» и -  скорости волны расширения и сдвиговой волны в
соответствующем материале, b\ . . .  Ь* -  неизвестные константы.

На границах разделов между отдельными слоями должны выполняться условия не­
прерывности компонент вектора смещения иг , иу, uz и компонент тензора деформации 
о,, г yOrtp и orZ9 величины которых могут быть выражены через (1) — (Э) с использова­
нием соотношений на [1 -3 ]. Образуем вектор-столбец F ( r )  из непрерывных на грани­
цах разделов величин и выразим его через произведения двух матриц

F(r) =  Ak(r)Bki 
где

F  — (wrM̂,Wz<7rrO'ry,(Jrz) ,
вк = {ь\-.. ък6)т,

а элементы матрицы Ак (г) равны
п

0i 1 = <*kJn(ptkr), d\ 2 = — J n(fikr)y а { з = tyJn+x (fikr),
г

(4)

(5)
(6)

п ,
0 2  1 = -------Л| (<**/*)> 0 2 2  = ~PkJn(Pkr)> 023 =013, a3 l - iy jn(akr), а3 2=0,

г

0 з з  = — 0kJn(fikr)9
a 4 i  =  -  Ч < *1  +  7 2 ) • / « ( « * г )  +  2n k a \ J ^ ( a k r ) ,

W
д42 = -  2цк$к — /„-и (for), д43 = 2(ikiyPkJ^+l (for),

« s i  =
a fcr

(«*»■) - / ^ ( и ц г ) ] ,

as 2 ~PkVk [—  ^n(for) + ( 1 -
f o  r

— (7foAifc/n+2(for), a61

2n‘

aS3 =

)Л ,(Р * 0 ] ,
P k r
■■ 2iyaknkJ^(akr),

n
a62 = I'W t — Jn(Pkr)> r

« 6 9  =  -  M k [ f A H ( f o r )  +  0 ^ ( f o r ) ]  ,

где штрих означает дифференцирование по всему аргументу. Элементы а/4, е/5, а/6 
получаются из элементов ад, ад, 0/з соответственно путем замены функции </„ на 
У„. При этом /  = 1 . . .  6.

Таким образом, в точке г = ак должно выполняться условие непрерывности 
F(ak -  0) = F(ak + 0) или с учетом (4)

Ак (ак -  0)В к -  Ак+г(ак +0)В к+1.
Следовательно,

^ к + \ ( ак  + 0 )A k (ak =  2?fc+l-
Продолжая эти рассуждения, получаем, что

Bn  =  С В \, (8)
где

iV -l
С = Л ГЛ (Д/ + О)^/(0/ -  0), (9)
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( 11)

(10)
а вектор F  слева от N -й границы раздела равен

F(aN -  0) = DB х, 
где

D = AN(aN — 0)С.
Из выражений (8 )- ( И )  следуют дисперсионные уравнения для волноводов с различ­
ными типами граничных условий на последней jV-й границе раздела.

1. Свободная граница раздела.
На этой границе
°rr = orip = arz = 0, (12)

т.е. в столбце F ( a ^ - 0 ) ,  а следовательно, согласно (10), и в столбце D B , три по­
следние строки приравниваются к нулю. Так как элементы столбца В х
стоят перед функциями Наймана (1) — (3 ), обращающимися в бесконечность в точ­
ке г = 0, то это означает, что в столбце В х элементы b\ = b \ = b \  = 0. Следователь­
но, система однородных линейных уравнений (12) имеет нетривиальное решение 
лишь при условии

d =
<*4 1 d 42 <*4 3

ds l d$ 2 <*5 3 = 0. (13)
d6t <*6 2 <*63

2. Последний слой -  бесконечный:
В этом случае в столбце В^  элементы
uN -  uN  -  UN  -  Аbx = b 2 - b з -0 , (14)

С ц С12 Cl 3
C2i С 2 2 С 2 3 =  0 . (1 5 )

с 3 1 С 32 Сзз

так как из условия излучения в выражениях (1) - ( 3 )  должны остаться только функ­
ции Макдональда при соответствующем выборе знаков величин адг и P lr  Согласно
(8), это означает, что три первые строки столбца СВХ следует приравнять к нулю. 
Как было показано выше, в матрице В х элементы b\ = b\ =Ь \ = 0, следовательно, 
для существования нетривиального решения системы линейных однородных урав­
нений (14) необходимо, чтобы

С =

Поотоянная распространения у может быть найдена численно из уравнения (13) 
или (15) в зависимости от типа волновода. Таким образом, получены дисперсион­
ные уравнения для круглых многослойных акустических волноводов двух различ­
ных типов. Заметим, что из уравнений (13) и (15) могут быть также определены 
значения частот отсечки сос соответствующих мод. Для этого необходимо положить 
у = 0 и решать дисперсионное уравнение относительно частоты со.

В случае комплексных значений постоянных Ламе X* и цк каждое из соотношений
(13) и (15) представляет собой два нелинейных уравнения относительно действитель­
ной и мнимой частей постоянной распространения у  = yR + iyr  Численный алгоритм 
решения уравнений (13) и (15) может быть разбиг на ряд шагов.

Шаг 1. Из тех или иных (часто физических) соображений отделяются корни по аргу-
менту yR. Методом деления отрезка пополам решается уравнение Re d = 0 или Re с = 0 
в зависимости от типа волновода.

Шаг 2. Если
Im Xjt = Im цк = 0 (к = 1 . . .  N) , (16)

«■w

то процесс прекращается. Если условия (16) не выполнены, то к уравнению Red = 0 
добавляется уравнение Im d = 0 (соответственно к Re с = 0 Im с = 0).

1015



Шаг 3. Система уравнений

Re d = 0 , \md = 0 
или

Re с  =  О, Im с  = О

решается относительно y R  n y f c  помощ ью  комбинации м етодов условной минимизации 
и м етодов Ньютона, аналогично том у как это было сделано в [ 7 ] .  При этом  в качестве 
начального приближения используется решение, найденное на шаге 1 .

Рассмотрим одно-, двух- и трехслойные круглые акустические волноводы  со свобод ­
ной последней границей раздела с  потерями и без, параметры к оторы х представлены в 
табл. 1. Б уквой  Е  обозначен модуль Юнга материала внутреннего слоя. С помощ ью опи­
санного выше алгоритма были вычислены характеристики крутильных колебаний 
(п = 0 , иг -  и2 = 0 , Ф 0) ,  распространяющихся по этим волноводам  в положитель­
ном  направлении оси  z .  Значения нормированных частот отсечки первых пяти типов 
колебаний приведены в табл. 2 .

Таблица 1

№ с л о я а к* м м  | Кец/Е [ р/Е • 1 0 ~ в , с 2 / м 2

1 1 0 2 ,9 9

2 2 0 ,4 3 1 2 .9 9

3 3 0 , 4 3 8 2 ,9 9

Таблица 2

К о л и ч е с т в о  с л о е в
1 1

2
1 •

0 0 0

Н о р м и р о в а н н а я 5 ,1 3 6 2 ,5 7 7 1 ,7 2 2
ч а с т о т а
о т с е ч к и 8 ,4 1 7 4 , 2 1 7 2 ,8 2 1

/V 's
1 1 ,6 2 0

1 4 ,7 9 6

5 ,8 2 4

7 ,4 1 3

3 ,8 8 9

4 , 9 5 4

На рис. 1 - 3  приведены дисперсионные характеристики первых трех типов крутиль­
ных колебаний, распространяющихся по одно-, двух- и трехслойным волноводам . Н о­
мер рисунка равен числу слоев в волноводе с  параметрами из табл. 1. На этих рисунках 
сплошной линией показана зависимость от  частоты действительной части постоянной 
распространения (левая ось  орди н ат), пунктирной -  мнимая часть (правая ось  ординат). 
При этом  полагалось, что в о  всех  слоях волноводов \ т ^ к / Е  =  -0 ,0 0 1 , к  =  1 . . .  3. 
Из этих результатов следует, что, меняя конструкцию  волновода, мож но добиваться 
изменения как частот отсечки различных типов м од, так и вида зависимостей Уя ( ы )  
и у ^ о э ) .  При выбранном масштабе рассмотренные зависимости УК ( ы )  практически 
совпадают с  аналогичными зависимостями для волноводов без потерь. П оэтом у точки 
пересечения линий y R (со ) и оси  абсцисс соответствую т частотам отсечки соответствую ­
щих типов колебаний.

В качестве следующ его примера рассмотрим распространение продольных нормаль­
ных волн (п = 0 ) по волноводам , параметры к отор ы х  приведены в табл. 3. Здесь ок -  
коэффициент Пуассона соответствую щ его слоя, параметры первого волновода совпа­
дают с  рассмотренными в [ 1 ] .

В табл. 4  приведены значения нормированных частот отсечки £ lck  = u)ck/us  этих

вол н оводов , где соск -  частота отсечки, о #  = (5/ядг) 5 -  наименьший, отличный от
нуля корень уравнения 7 , (5 )  = 0, к -  ном ер волновода из табл. 3.
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Г*а1 Ц -O ff o'-2

1

Р и с . 4

Таблица 3

№  в о л н о ­
в о д а

а  1 , м м | а  а , м м а  э , м м ° э

1 1 0 ,3 1 _

2 0 ,5 1 — 0 ,2 5 0 ,3 1 —

3 0 ,3 3 3 0 , 6 6 7 1 0 ,2 0 ,2 5 0 ,3 1

Таблица 4

I№  м о д ы

0
1
2
3

1

О
1,0000 
1 ,0 6 3 1  

1 ,8 3 0 9

г ПС2

О
1 ,0 0 1 5
1 ,0 0 8 8

1 ,8 5 4 1

ttc3 I № м о д ы

О
0 ,9 5 9 5

1 ,0 1 9 2

1 ,8 6 8 3

П п с2 3

4 2 ,6 5 5 1 2 ,6 0 3 2 2 ,5 2 0 4

5 2 ,6 9 4 5 2 ,6 8 3 6 2 ,7 1 8 5

6 3 ,4 7 7 2 3 ,5 2 0 1 3 ,5 5 3 8

7 4 , 2 7 1 9 4 ,1 0 0 7 4 ,0 2 7 9

8 4 ,2 9 8 5 4 , 3 4 6 2 4 ,3 9 1 4
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На рис. 4 приведены дисперсионные характеристики первых четырех типов продоль­
ных нормальных волн. Сплошные линии соответствуют волноводу № 1, пунктирные -  
волноводу № 2 и штрихпунктирные -  волноводу № 3 из табл. 3. Характеристики, изо­
браженные сплошными линиями, совпадают с приведенными в [1 ,3 ].

Как следует из приведенных выше результатов, конструкция волновода влияет как 
на частоты отсечки собственных волн, так и на дисперсионные характеристики. Это оз­
начает, что, по-видимому, может идти речь о решении задач, связанных с минимизацией 
искажений сигналов, передаваемых по акустическим волноводам, изменением полосы 
одномодового режима и т.д.
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L .A .  F r e n k e l

C H A R A C T E R I S T I C S  C A L C U L A T I O N  O F  A  M U L T I - L A Y E R  
C Y L I N D R I C A L  A C O U S T I C  W A V E G U I D E  T A K I N G  I N T O  A C C O U N T

F R I C T I O N  P H E N O M E N A

T h e  a lg o r i t h m  f o r  c h a r a c t e r is t i c s  c a l c u la t i o n  o f  a c y l in d r i c a l  w a v e g u id e  i s  p r e s e n t e d .  T h e  w a v e g u id e  is 
h o m o g e n e o u s  t h r o u g h  a x ia l  a n d  a n g le  c o o r d in a t e s .  T h e  a lg o r i t h m  is  b a s e d  o n  la y e r  m a t r ix  m u lt ip le  and 

d o e s  n o t  r e q u ir e  c a l c u a l t i o n  o f  a h i g h - l e v e l  d e t e r m in a n t  a s  in  th e  c la s s ic a l  c a s e .  T h e  a lg o r i t h m  v a r ia n ts  are 

p r e s e n t e d  f o r  r o d  a n d  c la d  r o d .  T h e  m a t h e m a t ic a l  m o d e l  ta k e s  i n t o  a c c o u n t  f r i c t i o n  p h e n o m e n a  in  a  w a v e ­

g u id e  m a te r ia ls .  T h e  L a m e  c o e f f i c i e n t s  a r e  c o m p l e x ,  l ik e  in  t h e  F o ig h t  m o d e l .  T h e  n u m e r ic a l  c a lc u la t io n  

a lg o r i t h m  is  p r e s e n t e d  f o r  s o lv in g  t h e  d is p e r s io n  e q u a t i o n .  T h e  c o m p l e x  v a lu e  o f  a  p r o p a g a t i o n  c o n s t a n t  

is  f o u n d  b y  m e a n s  o f  a  m in im iz a t io n  m e t h o d s .  T h e  m o d e l  c a l c u la t i o n  re s u lts  a r e  p r e s e n t e d  f o r  o n e ,  tw o  

a n d  t h r e e - l a y e r  r o d s .  T h e  c h a r a c t e r is t i c s  o f  t o r s i o n  w a v e s  a n d  l o n g  n o r m a l  w a v e s  a re  c a l c u la t e d .  I t ’ s s h o w e d  

th a t  w a v e g iu d e  c h a r a c t e r is t i c s  a re  d e p e n d e d  o n  w a v e g u id e  d e s ig n .  F o r  e x a m p le ,  th e  s iz e  o f  o n e - i n o d e  b a n d  

a r e  d e p e n d e d  o n  a n u m b e r  o f  la y e r  a n d  t h e ir  m e c h a n ic a l  p a r a m e te r s .  T h e  c a l c u la t i o n  f o r  a l o n g - n o r m a l  

w a v e s  s h o w s  th a t  a  d is p e r s io n  o f  a  l o w - m o d e  is  d e p e n d e d  o n  a  w a d e g u id e  d e s ig n . T h e  c a l c u la t io n s  
r e s u lts  d e m o n s t r a t e  p o s s ib i l i t i e s  o f  p r e s e n t e d  a lg o r i t h m .
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