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В з а д а ч а х  а к у с т и к и  у п р у г и х  к о н с т р у к ц и й  т р а д и ц и о н н о  у д е л я е т с я  б о л ь ш о е  в н и м а н и е  р а с п р о 
с т р а н е н и ю  и з г и б н ы х  в о л н  в  с т е р ж н я х  и  с т е р ж н е в ы х  с и с т е м а х  [ 1 - 3 ] .  П р и  э т о м ,  к а к  п р а в и л о ,  о г р а 
н и ч и в а ю т с я  п р и б л и ж е н и е м  л и н е й н о й  т е о р и и .  О д н а к о  п р и  р а с п р о с т р а н е н и и  и н т е н с и в н ы х  в о л н  в о з 
н и к а е т  н е о б х о д и м о с т ь  у ч е т а  г е о м е т р и ч е с к о й  н е л и н е й н о с т и  -  н е л и н е й н о й  с в я з и  м е ж д у  т е н з о р о м  
д е ф о р м а ц и й  и  г р а д и е н т а м и  п е р е м е щ е н и й  [ 4 ] .  Н а л и ч и е  н е л и н е й н о с т и  п р и в о д и т  к  э ф ф е к т у  в з а и м о 
д е й с т в и я  и з г и б н ы х  в о л н  с  п р о д о л ь н ы м и  и  к  с а м о в о з д е й с т в и ю  и з г и б н ы х  в о л н .

Р е з о н а н с н ы е  в з а и м о д е й с т в и я  к в а з и г а р м о н и ч е с к и х  п р о д о л ь н ы х  и  и з г а б н ы х  в о л н  в  п р я м о л и 
н е й н ы х  с т е р ж н я х  и  к о л ь ц е в ы х  р е з о н а т о р а х  и з у ч а л и с ь  в  р а б о т а х  [ 5 - 7 ] .

В  н а с т о я щ е й  р а б о т е  п р о а н а л и з и р о в а н ы  н е л и н е й н ы е  с т а ц и о н а р н ы е  в о л н ы  о г и б а ю щ и х ,  в о з н и к а ю 
щ и е  п р и  р а с п р о с т р а н е н и и  к в а з и г а р м о н и ч е с к и х  и з г и б н ы х  в о л н  в  с т е р ж н е .

Р а с п р о с т р а н е н и е  и з г и б н ы х  в о л н  в  н е л и н е й н о у и р у г о м  с т е р ж н е  о п и с ь ю а с т с я  у р а в н е н и е м  [ 4 ]

Э2w Э4vt> _  1 
ЭГ2 +  Э х4  2

_Э
Эх

З д е с ь  в в е д е н ы  б е з р а з м е р н ы е  п е р е м е н н ы е :

* ' = Ф у ,  С = Cst/ry , и/ = w/ry ,

г д е  гу  -  о с е в о й  р а д и у с  и н е р ц и и  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я ,  с5 = \jEfp -  с т е р ж н е в а я  с к о р о с т ь ,  Е  -  м о д у л ь  
Ю н га , р -  п л о т н о с т ь  м а т е р и а л а . Ш т р и х и  в  ( 1 )  о п у щ е н ы .

С ч и т а е м , ч т о  с т е р ж е н ь  я в л я е т с я  п о л у б е с к о н е ч н ы м .  Т а к а я  и д е а л и з а ц и я  д о п у с т и м а ,  е с л и  н а  о д н о й  
г р а н и ц е  с и с т е м ы  х  = 0  р а с п о л а г а е т с я  и с т о ч н и к  в о з б у ж д е н и я  к о л е б а н и й ,  а  н а  в т о р о й  г р а н и ц е  х  = °° 
н а х о д и т с я  о п т и м а л ь н о е  д е ф о р м и р у ю щ е е  у с т р о й с т в о ,  т .е .  п а р а м е т р ы  г р а н и ч н о г о  з а к р е п л е н и я  т а к о в ы ,  
ч т о  п а д а ю щ а я  н а  н е г о  и з г и б н а я  в о л н а  н е  б у д е т  о т р а ж а т ь с я  [ 8 ] .  Э т о  п о з в о л я е т  з а д а т ь  д л я  ( 1 )  с л е д у ю 
щ и е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я :

W|* = 0 as£,*tfocosw/'
Э2 w 
"эх2 :=0 = 0, w =

bnw

Эх л =  0 ,
х=0

щ е  со, Lx  -  б е з р а з м е р н ы е  ч а с т о т а  и  д л и н а  в о л н ы ,  а 0 -  а м п л и т у д а  в о л н ы  д е ф о р м а ц и и ,  п -  ц е л о е  
ч и с л о .

У р а в н е н и е  ( 1 )  э к в и в а л е н т н о  д в у м  с в я з а н н ы м  н е л и н е й н ы м  у р а в н е н и я м  Ш р е д и н г е р а . О д н о  и з  
к о т о р ы х  и м е е т  в и д

' F -  1 ? *  ' - W - V W - V 1- 0, ( 2)

а  в т о р о е  я в л я е т с я  к о м п л е к с н о - с о п р я ж е н н ы м  ( 2 )  (U *  -  в е л и ч и н а ,  к о м п л е к с н о - с о п р я ж е н н а я  U ).
П е р е х о д  к  ( 2 )  м о ж н о  о с у щ е с т в и т ь ,  н а п р и м е р ,  с  п о м о щ ь ю  м е т о д а  с в я з а н н ы х  н о р м а л ь н ы х  

в о л н  [ 9 ] .  П р и  э т о м  ф у н к ц и и  U  и  U * с в я з а н ы  с  п о п е р е ч н ы м  с м е щ е н и е м  w  с о о т н о ш е н и я м и :

bw
bt

~  ({/+  и*).

У р а в н е н и е  ( 2 )  п о з в о л я е т  о п и с ы в а т ь  к а к  к в а з и г а р м о н и ч е с к и е ,  т а к  и  с у щ е с т в е н н о  н е  с и н у с о и д а л ь 
н ы е  п р о ц е с с ы ,  п о с к о л ь к у  п р и  е г о  в ы в о д е  н е  д е л а л о с ь  д о п о л н и т е л ь н ы х  п р е д п о л о ж е н и й  о  х а р а к т е р е  
и з г и б н ы х  в о л н .  О д н а к о  н а л и ч и е  с и л ь н о й  д и с п е р с и и  в  ( 1 )  и с к л ю ч а е т  в о з м о ж н о с т ь  с и н х р о н и з м а  
г а р м о н и к  с  ч а с т о т а м и  gj и  Зил

В в е д е м  в  ( 2 )  д е й с т в и т е л ь н ы е  п е р е м е н н ы е  Л и р :  U = A e *'p , щ е  р  =  cot -  кх  +  Ф ( е 0х ,  e 0 t ) , A  = 
= А  ( е 0 х ,  е 0 О >  е 0 ~ 1 0 " 5 -  х а р а к т е р н а я  в е л и ч и н а  у п р у г и х  д е ф о р м а ц и й .  Р а с с м о т р и м  с т а ц и о н а р 
н ы е  в о л н ы  о г и б а ю щ и х :  А = А  ( О »  Ф  =  'Р  ( £ ) >  г д е  $ =  х  -  Vt, V -  с к о р о с т ь  с т а ц и о н а р н о й  в о л н ы .

В  э т о м  с л у ч а е  ф а з а  (р )  в ы р а ж а е т с я  ч е р е з  а м п л и т у д у  (А) с о о т н о ш е н и е м  —  = -  —  , г д е
d% А 2

d  — п о с т о я н н а я  и н т е г р и р о в а н и я ,  а  и з м е н е н и е  а м п л и т у д ы  о п и с ь г о а е т с я  у р а в н е н и е м  а н г а р м о н и 
ч е с к о г о  о с ц и л л я т о р а

d 2A

d ?
у 2 3

+  — А  -  —  Л 3 -  d 2А _3 =  0 . 
4  2

В  р а б о т е  [ 1 0 ]  п р о а н а л и з и р о в а н ы  к а ч е с т в е н н о  р а з л и ч н ы е  в а р и а н т ы  д и н а м и ч е с к о г о  п о в е д е -
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н и я  а н г а р м о н и ч е с к о г о  о с ц и л л я т о р а  в  з а в и с и м о с т и  о т  п а р а м е т р о в  у р а в н с т о я  ( 4 ) .  Т а к и х  к а ч е ст в  
в е н н о  р а з л и ч н ы х  с л у ч а е в  -  д в а д ц а т ь .  К р о м е  т о г о ,  в  ( 1 0 )  н а й д е н ы  а н а л и т и ч е с к и е  р е ш е н и я  ( 4 ) ,  
в ы р а ж а ю щ и е с я  ч е р е з  э л л и п т и ч е с к и е  ф у н к ц и и  Я к о б и .

В  р а с с м а т р и в а е м о м  с л у ч а е  ( 4 )  и м е е т  к а к  п е р и о д и ч е с к о е  I d \ <  V * /  1 8 \ /У ,  т а к  и  а п е р и о д и 
ч е с к о е  \ d \ = К 5 / 1 8 \ / 3  ( с о л и т о н н о е )  р е ш е н и я .

О г р а н и ч и м с я  р а с с м о т р е н и е м  с о  л и т о  и н о г о  р е ш е н и я .  Д л я  с о л и т о н а  о г и б а ю щ е й  м о ж н о

= 0  [ 1 1 ] .  Т о г д а  к о н с т а н т а  и н т е г р и р о в а н и я  о п р е д е л я е т с я  в ы р а ж с -
£ = °°

н и е м

dtp
п р е д п о л о ж и т ь ,  ч т о  —

dt

d = V a * J  2 ,  ( 5 )

г д е  аоо -  а м п л и т у д а  к в а з и  г а р м о н и ч е с к о й  в о л н ы  п р и  х  О ч е в и д н о ,  и г о  а ж  г д е  £  -  к о э ф 
ф и ц и е н т  п р о х о ж д е н и я  и з г и б н о й  в о л н ы .  Е с л и  з а т у х а н и е м  в о л н ы  п р е н е б р е ч ь ,  т о  0  =  1 и

аоо = а0. (6)
Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 1 )  в  в и д е  к в а з и г а р м о н и ч е с к о й  в о л н ы ,  п р о  м о д у л и р о в а н н о й  п о  с о л и т о н н о м у  

з а к о н у ,  и м е е т  в и д :

^ = * 2 ( 1 л - 2Л,весИ’ ( ^ ) \ *  - ) sm  <л

- Q C - V O  +

)

г д е  А 0 -  а м п л и т у д а  с о л и т о н а

>/з  + , h ( - д

- Д - 1  / Л  А * -

)
+  c o n s t ,

е г о  ш и р и н а .

У с л о в и я  ( 5 ) ,  ( 6 )  п о з в о л я ю т  в ы р а з и т ь  в с е  п а р а м е т р ы  с о л и т о н а  ч е р е з  з н а ч е н и е  а м п л и т у д ы  
в о л н ы  д е ф о р м а ц и и  н а  г р а н и ц е  х  =  0  (а 0 ) .  С к о р о с т ь  с о л и т о н а  п р о п о р ц и о н а л ь н а  п е р в о й  с т е п е н и

3 s / T
а 0 V =  3 '  * / 3 * 0 ’ а  е г о  а м п л и т у д а  п р о п о р ц и о н а л ь н а  к в а д р а т у  э т о й  в е л и ч и н ы  А 0 =  — —  а 20. Ш и р и н а  

с о л и т о н а  о п р е д е л я е т с я  в ы р а ж е н и е м  Д  =  2 / 3  ХД а0 .
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